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Abstract

Himpunan dominasi (Dominating Set) adalah suatu himpunan bagian V'
dari himpunan titik V(G) dimana titik-titik yang tidak berada pada V'
terhubung langsung dengan minimal satu titik V’. Ukuran dari himpunan
dominasi terkecil disebut bilangan dominasi. Bilangan dominasi pada graf
G dinotasikan dengan ~(G). Operasi graf adalah graf yang merupakan
hasil operasi dua buah atau lebih graf sehingga menghasilkan graf baru G’
dengan himpunan titik V(G’) dan himpunan sisi F(G’). Makalah ini akan
membahas kajian himpunan dominasi dan bilangan dominasinya untuk graf
khusus dan operasinya. Adapun graf khusus yang akan dioperasikan adalah
graf lengkap K,,, graf siklus C,,, dan graf Path P,,.

Key Words : Himpunan dominasi, bilangan dominasi, operasi graf khusus.

Pendahuluan

Konsep himpunan dominasi pada graf memiliki akar sejarah sejak tahun 1850an
ketika penggemar catur Eropa mempelajari masalah ”dominasi ratu”, seperti
yang telah dijelaskan pada [5]. Penggemar ini bekerja untuk menentukan jumlah
minimum ratu yang diperlukan sehingga setiap persegi pada papan catur standar
8 x 8 dapat diduduki oleh sebuah ratu atau dapat langsung diserang oleh ratu,
dengan kata lain kotak tersebut didominasi oleh sebuah ratu. Situasi tersebut
dapat dimodelkan dengan teori graf. Pada papan catur, kotak adalah titik (V)
dan dua titik terhubung di G jika setiap kotak dapat dicapai oleh ratu pada kotak
lain dengan satu langkah. Jumlah minimum ratu yang memungkinkan untuk
tidak bertabrakan dengan ratu lainnya dengan satu langkah adalah bilangan
dominasi dari sebuah himpunan dominasi di G. Lebih detail lihat [6].
Selanjutnya studi matematika himpunan dominasi dimulai pada tahun
1960an, dan sejak saat itu, himpunan dominasi digunakan untuk banyak aplikasi
yang berbeda, diantaranya untuk memodelkan keterkaitan pada jaringan komu-
nikasi komputer, teori jejaring sosial, dan masalah serupa lainnya. Penelitian
terkait himpunan dominasi berkembang cukup pesat. Lebih detail lihat [7], [8].
Penentuan bilangan dominasi pada graf dan penentuan himpunan domi-

nasi minimum terbukti sangat berguna. Pada artikel ini akan dipelajari tentang
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bilangan dominasi pada beberapa graf khusus dan operasinya, diantaranya graf
joint product K3+ C), dan K3+ P,,, graf Cartesian product C,, X P,,, graf Crown
product C), ® K,,, dan graf Shackel (K,,,n).

Joint product dari graf G; dan G, dinotasikan dengan G = G+ G5 adalah
graf G dimana V(G) = V(G1) UV (Gz) dan E(G) = E(G1) U E(G2) U {uv|u €
V(Gy),v € V(G2)}. Cartesian product dari graf G; dan G, dinotasikan den-
gan G = (G1 x Go yang didefinisikan sebagai V(G) = V(Gy) x V(Gs2) dan
(x1,22)(y1,y2) € E(G) & z1 = y1 dan zoys € E(G2) atau 9 = yy dan
y1,y2 € E(G1). Crown product dari graf G; dan Go didefinisikan sebagai graf
yang diperoleh dengan mengambil sebuah duplikat dari graf G dan |V(G)| du-
plikat Hy, Hy, ..., Hjy(g) dari H, kemudian menghubungkan titik ke-i dari G
ke setiap titik di H;,i = 1,2,3,...,|[V(G)|. Graf Shackel dinotasikan dengan
Shack(G1, Ga, ..., G) yang didefinisikan sebagai sebuah graf yang dibentuk dari
k graf terhubung tak trivial G, Go, ..., G sehingga untuk setiap s,t € [1, k] den-
gan |s — t| > 2 berlaku G5 dan G; tidak mempunyai titik yang sama, dan untuk
setiap i € [1,k — 1], G; dan G;4+1 mempunyai tepat satu titik yang sama, disebut
titik penghubung, dan k£ — 1 titik penghubung itu semua berbeda.

Teorema yang Digunakan

Theorem 1 [5] Untuk sebarang graf G,

Trag <@ <p-A0)

Proof. Misalkan S adalah sebuah - set dari G. Pertama, kita andaikan
batas bawah. Setiap titik dapat sebagai dominating set dan v(G) ke titik yang
lain. Berakibat, v(G) > [ﬁ@]. Untuk batas atasnya, misalkan v adalah
titik dengan degree maksimum A(G). Maka v sebagai dominating set N [v]
dan titik di V' — N[v] merupakan dominating set mereka sendiri. Berakibat,
V' — N[v] merupakan dominating set dengan kardinalitas n — A(G), sehingga

7(G) <n—A(G). O

Theorem 2 [2] Jika sebuah graf sederhana G=(V, E) dengan n titik mempunyai

sebuah titik dengan derajat n — 1, maka bilangan dominasi v(G) adalah satu.

Proof. Diberikan graf sederhana G=(V,E) dengan n titik. Misalkan
v adalah titik dalam G dengan derajat n — 1, maka setiap titik lain adjacent
dengan v sehingga v adalah himpunan dominasi dari graf GG, dengan bilangan
dominasi v(G) = 1. O
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Hasil Penelitian

Hasil dari penelitian ini didapatkan beberapa teorema terkait bilangan dominasi
untuk beberapa graf khusus dan operasinya, seperti graf joint product K3 + C,
dan K3+ P,,, graf Cartesian product C},, x P, graf Crown product C,, ® K,
dan graf Shackel (K,,,n).

& Akibat 1 Untuk n > 3, bilangan dominasi berjarak satu untuk graf joint
product K3 + Cy, adalah (K3 + Cp,) =1

Bukti. Graf joint product K3+C), adalah graf yang memiliki V (K3+C,,) =
{zi,y;;1 <1 < n}, E(K34+Cp) = {r1y;;1 < i < n} U {zey;;1 <i < n} U
{z3y;;1 < i < n} U {120, vox3, w123} U {yiyir1;1 <0 < n— 1} U {y1yn},
p = |V|=n+ 3 dan ¢ = |E|=4n + 3. Berdasarkan Teorema 2 dinyatakan bahwa
’y(Kg + Cn) =1. O

& Akibat 2 Untuk n > 3, bilangan dominasi berjarak satu untuk graf joint
product K3 + Py, adalah v(K3+ Pp,) =1

Bukti. Graf joint product K3+ P, adalah graf yang memiliki V (K3+P,,) =
{zi,yisl < i < n}, E(K3+Py) = {z1yi;1 <4 <m} U {zy;31 <0 < m}p U
{z3y;;1 < i <m} U {z129, zows, v123} U {yiyir1;1 <i<n—1}, p=|V|=n+3
dan ¢ = |E|=4n+2. Berdasarkan Teorema 2 dinyatakan bahwa v(K3+C),) = 1.
Od

& Teorema 1 Untuk n > 3 dan m > 2, bilangan dominasi berjarak satu untuk

graf cartesian product Cy, x Py, adalah v(Cy, x Py,) = |

)
Bukti.Graf cartesian product C), x P,,, adalah graf yang memiliki V' (C,, x P,,)
={z;;;1<i<n;1 <j<m}, E(CoxPp)={z;xjiy1;1 <i<n—-11<j<m}
U{zjizjp131 <i<n;1 <j<m—1}U{zjnz;1;1 <j<m},p=|V|=nm,q=
|E|=2mn—n, dan A(C,, X P,,) = 3. Pilih titik yang menjadi himpunan dominasi
D={zg_145-3; 1 <1<m; 1<k<n}U {wgap—1; 1<1<m; 1<k<n}U
{73625 J ganjil; 1 <k <n; n ganjil} U {z;3; j genap; 1 <k < n; n ganjil}
sehingga dengan mudah dapat dilihat bahwa D adjacent dengan semua elemen
V' \ D. Kardinalitas |D| = [%] sehingga v(Cy, x Pp,) = [%*]. Berdasarkan
Teorema 1 dinyatakan bahwa [m] <A(C, x Py) <p—A(C, x Pp),
untuk nilai p dan A(C,, x P,,) diperoleh batas atas dan batas bawah bilangan
dominasi yaitu [**]| < v(Cy x Pp) < nm — 3. Maka v(C,, x P,,) berada dalam
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interval batas bilangan dominasi yaitu [ | < v(Cp, x Py,) < nm — 3 dan men-

capai batas bawah. O

& Teorema 2 Untuk n > 3 dan m > 3, bilangan dominasi berjarak satu untuk
graf C,, ® Ky, adalah v(C,, ® K,) = n.

Bukti. Graf C,, ® K,,, adalah graf yang memiliki V(C,, ® K,;,) = {z;;1 <
i<npU{x;;;1 <i<n,1<j<m}dan E(C, ® Kp) = {212, 2izit1;1 <i <
n—1}U{ziz;;;1 <i<n, 1 <j<mpu{z;jzijmnl <i<n1<j<m—Fk 1<
E<m—-2}U{z;1zin;1 <i<n}sertap=|V|=mn+n,q=|E|l= w
dan A(C),, ® K,,,) = m. Pilih titik yang menjadi dominating set D = {z;;1 <
i < n} sehingga dengan mudah dapat dilihat bahwa D adjacent dengan semua
elemen V' \ D. Kardinalitas |D| = n sehingga v(C,, ® K,,) = n. Berdasarkan

teorema 1 dinyatakan bahwa [mw <~ <p—A(Cr,®Ky,), untuk nilai p

)

dan A(C,, ® K,,) diperoleh batas atas dan batas bawah bilangan dominasi yaitu
n] < ~(C, ® Ky) < mn+n—m. Maka v(C,, ©® K,,) berada dalam interval
batas bilangan dominasi yaitu [n] < v(C, ® K,,) < mn +n —m dan mencapai
batas bawah. O

& Teorema 3 Untuk n > 2 dan m > 3, bilangan dominasi berjarak satu untuk
graf Shackel (Ky,,n) adalah y (Shack(Ky,,n)) = [5].

Bukti. Graf Shackel (K,,,n) adalah graf yang memiliki V (Shack(K,,,n))
= {251 <i <n—-1}U{y;31 <i<nl <5< m—2pU {2, 2} dan
E(Shack(Kp,,n)) = {z121, TnzotU{z;zit1;1 < i <n—2}U{xyi;, Tiyit1,5;1 <
i<n—0L1<i<m=2yU{yiyijeenl <i<ml <j<m—k—-21<
E < m—4}y U {1915, 22Unj;1 < 0 < m — 2} serta p = |V| = mn —n+1,
q=I|E|l = m2’3_m, dan A(Shack(K,,,n)) = 2m — 2. Pilih titik yang menjadi
himpunan dominasi D = {z;;1 < i < n;nganjil} sehingga dengan mudah dapat

dilihat bahwa D adjacent dengan semua elemen V' \ D. Kardinalitas |D| = [ 5]
sehingga (Shack(Kp,n)) = [§]. Berdasarkan Teorema 1 dinyatakan bahwa
[1+A(Shalc)k(Km,n))-| < v(Shack(Kp,n)) < p — A(Shack(K,,n)), untuk nilai p
dan A(Shack(K,,n)) diperoleh batas atas dan batas bawah bilangan dominasi
yaitu [T2=24L] < y(Shack(Kp,n)) < mn—2m—n+3. v(Shack(Km,,n)) = [2]

sedangkan batas atas dan batas bawah [Z2=0H7 < ~(Shack(K,,n)) < mn —
2m—n+3 sehingga v(Shack(K,,,n)) berada pada interval, tetapi tidak mencapai

batas bawah. Karena kita mencari nilai terkecil, selanjutnya akan dibuktikan
bahwa untuk m = 3 maka [2";1} <[%]. f%grll = f%ﬂ + f%} = [55]+1 < [5],
maka terbukti bahwa [24-1] < [2]. Jika dilihat dari bentuk dasar, graf Shackel
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(Km,n) adalah graf Ladder L, dimana v(L,) = [%]. Jadi terbukti bahwa
v(Shack(Km,n)) = [5]. O

Kesimpulan

Pada bagian ini akan diriview kembali bilangan dominasi v(G) pada beberapa
graf khusus dan operasinya. Berdasarkan hasil penelitian diatas, maka kita dapat

menyimpulkan bahwa:

e Untuk n > 3, bilangan dominasi berjarak satu untuk graf joint product
K3+ C,, adalah v(K3+ C,) =1 dan v(K3+ P,) =1

e Untuk n > 3 dan m > 2, bilangan dominasi berjarak satu untuk graf
cartesian product G = Cp, x Py, adalah v(G) = [%*]

e Untuk n > 3 dan m > 3, bilangan dominasi berjarak satu untuk graf
C, © K, adalah y(C), © K,) = n

e Untuk n > 2 dan m > 3, bilangan dominasi berjarak satu untuk graf G =

Shackel(K,y,,n) adalah y(Shack(K;,,n)) = [§]
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