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Abstract

G adalah suatu graf dengan himpunan vertex V(G) dan himpunan edge
E(G). Jarak (distance) dari vertex u ke v di G, didefinisikan sebagai
panjang lintasan terpendek dari u ke v. Pelabelan jarak titik tak teratur
pada graf G dengan simpul v dimana V — {1,2,...,k} sehingga bobot
yang dihitung pada simpul selalu berbeda. Ketakteraturan jarak G dino-
tasikan sebagai dis (G), adalah nilai minimum dari label terbesar k dari
semua ketakteraturan. Bobot dari titik  di G didefinisikan sebagai jarak
dari label semua simpul yang berdekatan dengan z (jarak 1 dari z), yaitu

wt(@) = 32 Ny AWY)-
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Pendahuluan

Teori graf adalah bagian dari matematika diskrit yang banyak digunakan sebagai
alat bantu untuk menggambarkan atau menyatakan suatu persoalan agar lebih
mudah dimengerti. Beberapa permasalahan akan lebih jelas untuk diterapkan
apabila permasalahan tersebut dimodelkan dalam bentuk graf. Sebuah graf G
merupakan pasangan himpunan (V(G), E(G)), dimana V(G) adalah himpunan
berhingga tak kosong dari elemen yang disebut titik, dan F(G) adalah sebuah
himpunan (mungkin kosong) dari pasangan tak terurut w, v dari titik-titik u,v €
V(@) yang disebut sisi. V(G) disebut himpunan titik dari G dan E(G) disebut
himpunan sisi dari G. Salah satu topik teori graf yang menarik dan dapat di-
manfaatkan dalam berbagai bidang ilmu adalah pelabelan graf. Pelabelan graf
sangat beragam, salah satu pelabelan yang terbaru yaitu pelabelan ketakterat-
uran jarak titik pada graf, lebih detail lihat [1], [2], [3], [8].

Pelabelan ketakteraturan jarak titik pada graf didasarkan pada nilai
ketakteraturan dan jarak yang sudah dibahas sebelumnya. Daerah asal dan
daerah hasil untuk semua titik akan berada pada 1,2, ..., k, yang disebut dengan
label titik. Sedangkan untuk bobot merupakan berat dari titik x di G didefin-
isikan sebagai jumlah dari label semua simpul yang berdekatan dengan x (jarak 1

dari x). Apabila semua titik di G memiliki bobot yang berbeda maka pelabelan
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ini disebut pelabelan jarak titik tak teratur pada graf, lebih detail dapat dilihat
pada [4], [5], [9], [10].

Konsep Dasar

Pada bagian ini, kami menyajikan definisi formal pelabelan jarak titik tak ter-
atur. Pelabelan jarak titik tak teratur pada graf G dengan simpul v dimana
AV — 1,2, ...k sehingga bobot dihitung pada simpul adalah berbeda.

Bobot dari titik x di G didefinisikan sebagai jumlah dari semua label titik
yang berdekatan dengan z (jarak 1 dari x), yaitu

wt@) = 5 Aly)
yeN (z)
Nilai jarak titik tak teratur pada graf G dinotasikan dengan yeN(z) dis(G)
adalah nilai minimum yang terbesar pada label k£ dari semua label yang tidak
teratur tersebut. Dalam pelabelan ini, label titik belum tentu berbeda, lebih
detail lihat [6]

Lemma 1 [7] Misalkan G adalah graf terhubung pada simpul v dengan ¢ derajat
minimum dan A derajat maksimum dan tidak ada simpul yang memiliki tetangga

yang sama. Maka,

v4+9d—1

dis(G) > | ————
is(G) > { A -‘
Bukti. Nilai bobot terkecil dari graf G adalah . Karena bobobt setiap
simpul harus selalu berbeda dan G memiliki v simpul, maka nilai bobot terbesar
dari simpul graf G yang paling sedikit adalah v +§ — 1. Bobot ini didapat dari
penjumlahan bilangan bulat A. Oleh karena itu, label terbesar yang berkon-

tribusi untuk bobot ini haruslah paling sedikit P’*’Aﬁ]

Observasi 1 [7] Misalkan u dan w merupakan simpul yang berbeda pada graf
terhubung G. Jika u dan w mempunyai tetangga yang sama, N(u) = A(v1) +
Av2)+...+X(vy) dan N(w) = A(v1)+A(v2)+. ..+ vy,) sehingga N(u) = N(w),

maka G tidak mempunyai pelabelan ketakteraturan jarak.

Dalam pelabelan ini tidak semua graf dapat dilabeli dengan pelabelan ke-
takteraturan jarak. Berikut beberapa contoh graf yang tidak mempunyai pela-

belan ketakteraturan jarak.
e Graf komplit bipartit K, , untuk m,n > 3

e Graf komplit multipartit H,, , untuk m,n > 2
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e Graf bintang S, di titik n + 1 untuk n > 2

e Graf pohon T, untuk setiap n > 3, yang berisi simpul dengan sedikitnya

dua daun.

Observasi 2 [7] Misalkan u dan w merupakan dua simpul yang bertetangga
dalam sebuah graf terhubung G. Jika N(u) —w = N(w) — u, maka label u dan
w harus berbeda, yaitu A(u) # AM(w).

Misalkan N(u) —w = N(w) — u merupakan dua simpul yang berdekatan
u,w e V(G). Maka wt(u) = Mw) + Zyenw)—(w)A(y) dan wt(w) = Au) +
2yeN(w)—(u))‘(y)' Karena 2yeN(u)—(w))‘(y) = EyeN(w)—(u))‘(y)7 sehingga )‘(u) =
Ay), maka wt(u) = wt(w) yang tidak mungkin mempunyai pelabelan ketakter-

aturan jarak.

Hasil Penelitian

Pada bagian ini kita akan membahas tentang teorema yang menyebutkan men-
genai teorema nilai ketakteraturan jarak titik pada graf friendship dis(f,), graf
helm dis(H,,), graf bunga dis(Fl,) dan graf matahari dis(M,,).

<
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Figure 1: Friendship graph fy
& Teorema 1 Misalkan f,, adalah graf friendship dengan simpul n > 3, maka
dis(fn) = 2n.

Bukti. Graf friendship f, adalah graf yang memiliki himpunan titik
V(fn) = {c}, {xi}, {yi}, himpunansisi E(f,) = {cz;, 1 <i<n}U{x;y;, 1 <i<n}
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U {cyi, 1 <i < n} dengan banyaknya titik |V| = p = 2n 4+ 1 dan banyaknya sisi
|E| = e = 3n. Graf friendship dengan n > 3 simpul dimana z,y € V(f,) dan
x # y. Karena setiap pasangan simpul dari f,, berdekatan dengan semua pasan-
gan simpul lainnya, maka N(z) —y = N(y) — z dimana A(z) # A(y). Jadi label
dari semua simpul di f,, harus berbeda. Akibatnya, dis(f,) > 2n.

Pertama akan ditunjukkan bahwa dis(f,) > 2n. Untuk menunjukkan
dis(fn,) > 2n cukup menunjukkan bahwa setiap titik tepi x;,y; untuk i =
1,2,...,n tidak boleh sama. Kita bagi menjadi 2 kasus.

e Kedua titik itu bertetangga, yaitu z; dan y;. Menurut observasi 2 A\(z;) #
A(y;) karena kalau A(z;) = A(y;), kontradiksi dengan bobot yang tidak

boleh sama.

e Kedua titik itu tidak bertetangga, yaitu «; dan y;. Andaikan A(z;) = A(v;),
dimana ¢ # j. Maka, w(z;) = A(c)+A(y;) dan w(y;) = A(c)+A(z;). Karena
Axj) = My;), maka A(z;) = A(y;), juga kontradiksi.

Dengan demikian setiap titik tepi x;,y; untuk ¢ = 1,2, ....,n tidak boleh
sama, sehingga dis(f,) > 2n.

Label titik untuk graf friendship dapat dituliskan sebagai berikut:

& Teorema 2 Misalkan H,, adalah graf helm dengan simpul n > 3, maka
dis(Hy) =n.

Bukti. Graf helm H,, adalah graf yang memiliki himpunan titik V(H,,) =
{c},{u;},{v;}, himpunan sisi E(H,) = {cv;,1 <i<n} U {uv;,1 <i<n} U
{v;viy1,1 <i < n} dengan banyaknya titik |V'| = p = 2n + 1 dan banyaknya sisi
|E| = e = 3n. Graf helm dengan simpul n > 3. Titik bandul berderajat satu

sehingga bobot tergantung pada label u; dimana i = 1,2, ..., n.
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Pertama akan ditunjukkan bahwa dis(H,) > n. Karena tetangga dari
setiap titik v; adalah satu titik yaitu u; untuk ¢ = 1,2, ...,n maka label setiap
titik u; harus berbeda, kalau tidak maka bobot v; akan sama, yang menunjukkan

kontradiksi. Dengan demikian dis(H,) > n.

Label titik untuk graf helm pada bagian dalam dapat dituliskan dalam

fungsi berikut ini.

AMC)=1

Untuk n = 3,4:

AMvig)= 75 j=12,....n
Untuk n = 5,6, ...,n:

27 —1; j=1,2,...,|2
)\('ULZ') _ j . 9 j ;L ) Y [i—|

2n+1—j); j=[51+1L[5]+2,...n

Fungsi untuk label titik bagian luar pada graf bunga dapat dituliskan se-
bagai berikut:

Untuk n = 3:
)\(ULZ'): 1; j:1,2,...,n
Untuk n = 4:
3—7;, 7=12,...,[%2
Nupg)=4 > 22— [fj
i=2% j=I51+L[3]+2,...n
Untuk n ganjil, yaitu n =5,7,9...,n:
n—4; j=
3 j=1I%
Aurg) = gkl
2 —-1)—n; j=[5]+2,....,n—1
{ n—3; j=n
Untuk n genap, yaitu n = 6,8, ...,n:
n—4; j=1
n—2j+1 j=23,...,[4 -1
2 =13
Alur;) = o (,211
3 j=1I31+1
2 —1)—n; j=[5]+2,....,n—-1
{ n—3; j=n
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& Teorema 3 Misalkan Fl,, adalah graf bunga dengan simpul n > 3, maka
dis(Fl,) = n.

Bukti. Graf bunga F,, adalah graf yang memiliki himpunan titik V (Fl,,) =
{c},{u;i}, {vi}, himpunan sisi E(Fl,) = {cv;,1 <i<n} U {cu;,1 <i<n} U -
{uvi, 1 <i <n} U {vvip1,1 < i <n} dengan banyaknya titik |V|=p=2n+1
dan banyaknya sisi |F| = e = 4n. Graf bunga dengan simpul n > 3. Titik bandul
berderajat dua sehingga bobot tergantung pada label u; dimana i = 1,2, ...,n.
Karena tetangga dari setiap titi v; adalah ¢ dan w; untuk ¢ = 1,2,...,n maka
label setiap titik w; harus berbeda. Jadi label terbesar yang minimal dari graf
matahari adalah n. Maka, dis(Fl,,) > n.

Label titik untuk graf bunga pada bagian dalam dapat dituliskan dalam

fungsi berikut ini.

ANC) =1
Untuk n = 3, 4:
Mo = j; G=1,2...,n
Untuk n = 5,6, ..., n:
)‘(Uu):{ 23.—.1; ]:21,2,...,(%1
2n+1-7); j=[51+L[3]+2,...n

Fungsi untuk label titik bagian luar pada graf bunga dapat dituliskan se-
bagai berikut:

Untuk n = 3:
AMuiy))= 1, j=1,2,...,n
Untuk n = 4:
2, 7=1,2,...,[2
Auri) = T [fj
L j=1531+1L131+2,...n
Untuk n ganjil, yaitu n =5,7,9...,n:
n—4; j=1
n—2+1; j=23,...,[2]-1
3 =15
AMurj) = . ,211
2 —1)—n; j=[5]+2,....,n—-1
{ n—3; j=n
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Untuk n genap, yaitu n = 6,8, ...,n:

7

n—4; j=1
n—2j+1; j=23,...,[§] -1
. N n
Aur ;) = ? 7o (21
2 —1)—n; j=[5]+2,...,n—1
{ n—3; j=n

& Teorema 4 Misalkan M, adalah graf matahari dengan simpul n > 3, maka
dis(My,) = n.

Bukti. Graf matahari M, adalah graf yang memiliki himpunan titik
V(M) = {u;},{v;}, himpunan sisi E(M,,) = {u;v;, 1 <i <n}U{vvi1,1 <i<n}
dengan banyaknya titik |V| = p = 2n dan banyaknya sisi |[E| = e = 2n. Graf
matahari dengan simpul n > 3. Titik bandul berderajat satu sehingga bobot
tergantung pada label u; dimana ¢ = 1,2, ....,n. Karena bobot u; harus berbeda
maka label v; harus berbeda. Jadi label terbesar yang minimal dari graf matahari
adalah n. Maka, dis(M,) > n.

Label titik untuk graf matahari pada bagian dalam dapat dituliskan dalam

fungsi berikut ini.

Untuk n =4
AVij)= 745 i=12,...,n

Untuk n = 3,5,6,...,n

2j—1; j=12,...,[%]

)\(Vl,j):{ 2n+1—7); j=[2]+1,...n

Label titik untuk simpul graf matahari pada bagian luar dapat dituliskan
sebagai berikut.

Untuk n =3
AU = 1; j=1,2,...,n
Untuk n =4
L oj=12...,[2
ATL) = 213
2 j=[51+L[514+2...n
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Untuk n ganjil, yaitu n = 5,7, ..., n:

n—4; j=1
n—2j+1; j=2,3,...,[5] -1
3 i=13
AUy ) = , [72]
2 j=1[35]+1
2(3_1)_717 j:(%~|+27 ,Tl—l
n—3 j=n
Untuk n genap, yaitu n = 6,8, ...,n:
n—4; j=1
n—2j+1; j=23,...,[5] -1
2; j=1[%
A(U;) = - (fj
2 —-1)—n; j=[5]+2,...,n—-1
n—3 j=n
O
Kesimpulan

Nilai ketakteraturan jarak titik dari graf friendship f,, untuk n > 3 adalah
dis(fn) = 2n dan nilai ketakteraturan jarak titik dari graf helm H,,, graf bunga
fl, dan graf matahari S,, untuk n > 3 adalah dis(G,) = n dengan n bilangan
bulat positif.
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