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Abstract

Misal G adalah graf sederhana dan tidak berarah. Representasi visual dari
graf G adalah dinyatakan dengan himpunan titik dan sisi ditulis G = (V, E).
Salah satu kajian terhadap graf G yang mempunyai aplikasi luas adalah
graph colouring yang terdiri dari pewarnaan simpul, sisi, dan wilayah. Dalam
makalah ini akan dibahas pewarnaan sisi. Pewarnaan sisi adalah pem-
berian warna pada sisi graf G sedemikian sehingga tidak ada dua sisi yang
bersisian mempunyai warna yang sama. Jumlah warna minimum yang
dapat digunakan untuk mewarnai graf dinyatakan dengan bilangan khro-
matik. Makalah ini fokus mengkaji tentang bilangan kromatik pada graf-
graf khusus dan operasinya.
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Pendahuluan

Graf adalah salah satu pokok bahasan Matematika Diskrit yang telah lama dike-

nal dan banyak diaplikasikan pada berbagai bidang. Dalam merepresentasikan

visual dari suatu graf yaitu dengan menyatakan objek dengan simpul, noktah,

bulatan, titik, atau vertex, sedangkan hubungan antara objek dinyatakan de-

ngan garis atau edge. Secara umum, graf [4] adalah pasangan himpunan (V,E)

di mana V adalah himpunan tidak kosong dari simpul simpul (vertex atau node)

dan E adalah himpunan sisi (edges atau arcs) yang menghubungkan sepasang

simpul pada graf tersebut.

V = v1, v2, v3, ..., vn; E = e1, e2, e3, ..., en

atau

E = (v1, v2), (v2, v3), (v3, v4), ..., (vn−1, vn)

Di mana e = (vi, vj) yang artinya sisi yang menghubungkan simpul vi dan vj.

Salah satu topik yang menarik adalah masalah pewarnaan graf (graph colo-

ring). Bidang ini memiliki sejarah menarik dan teori-teorinya telah menim-

bulkan banyak perdebatan pada kalangan matematikawan. Umumnya pewar-

naan graf [6] digunakan untuk memodelkan suatu masalah sehingga menjadi

lebih mudah, yaitu dengan cara merepresentasikan objek-objek tersebut. Contoh
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pemodelan suatu masalah dengan menggunakan pewarnaan graf dapat dilihat

pada penggambaran rangkaian listrik, penyusunan jadwal, jaringan komunikasi,

jaringan network komputer, analisis algoritma, peta, struktur hierarki sosial, dan

lain-lain.

Dalam paper ini, akan membahas salah satu aplikasi pewarnaan graf (graph colo

ring), khususnya pewarnaan pada sisi graf G sedemikian sehingga tidak ada

dua sisi yang bersisian mempunyai warna yang sama, sehingga akan diperoleh

jumlah minimum warna dengan notasi ϕ(G) dan nantinya akan dinyatakan de-

ngan bilangan kromatik dengan notasi χ(Cn). Penelitian terkait Pewarnaan Sisi

berkembang cukup pesat, lihat [2],[7],[8],[9].

Graf yang digunakan dalam penelitian fokus pada beberapa graf khusus beserta

operasinya [3], diantaranya yaitu: Prims graph (Hm,n), Ladder Graph (Ln), Fan

Graph (Fn), Crown Graph (Pn ⊙ P3), Graph Composition (G2[G1]).

Pewarnaan Graf

Pewarnaan graf (graph coloring) adalah kasus khusus dari pelabelan graf. Pela-

belan disini maksudnya, yaitu memberikan warna pada titik-titik pada batas

tertentu. Pewarnaan sisi (edge coloring) adalah memberi warna berbeda pada

sisi yang bersisian sehingga tidak ada dua sisi yang bersisian mempunyai warna

yang sama. Jumlah warna minimal ϕ(G) [1],[5]yang dapat digunakan untuk

mewarnai sisi-sisi dalam suatu graph G disebut bilangan khromatik G.

Theorem 1 Teorema (Vizing 1964)[10]. Jika G adalah graph sederhana,

maka χ(G) ≤ ∆(G) atau χ(G) ≤ ∆(G) + 1

Hasil Pewarnaan Sisi Graf Khusus dan Operasinya

Dalam penelitian diperoleh beberapa teorema yang berhubungan dengan Khro-

matik Pewarnaan Sisi Graf Khusus dan Operasinya meliputi: Prims graph Hm,n,

Ladder Graph Ln, Fan Graph (Fn), Crown Graph (Pn ⊙P3), Graph Composition

(G2[G1]).

3 Teorema 1 Diberikan G = Hm,n untuk m ≥ 3 dan n ≥ 3, bilangan khromatik

χ(Hm,n) = 4.
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Figure 1: Prims graph Hm,n

Bukti. Prims graph adalah graf yang memiliki V (Hm,n) = {xi,j; 1 ≤ i ≤ m; 1 ≤

j ≤ n}, E(Hm,n) = {xi,jxi+1,j ; 1 ≤ i ≤ m−1; 1 ≤ j ≤ n} ∪ {xm,jx1,j ; 1 ≤ j ≤ n}

∪ {xi,jxi,j+1; 1 ≤ i ≤ m; 1 ≤ j ≤ n}, p = |V |=m.n dan q = |E|=2m.n−n. Untuk

n = 6 pada Prims graph Hm,n akan dinyatakan batas atas dan bawah χ(Hm,6) ≤

∆(Hm,6) atau χ(Hm,6) ≤ ∆(Hm,6) + 1 dengan derajat χ(Hm,6) = ∆(Hm,6)

atau χ(Hm,6) = ∆(Hm,6) + 1. Dengan demikian karena ∆(Hm,6) = 3 diperoleh

χ(Hm,6) = 4, sehingga terbukti bahwa bilangan khromatik χ(Hm,6) = 4 dengan

batas χ(Hm,6) ≤ 4. Untuk m ≥ 3 dan n ≥ 3, graf G = Hm,n diwarnai sisinya

dengan menggunakan fungsi berikut:
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Untuk ekspan n ganjil:

f(e) =



















































1, e = xi,jxi,j+1 ; untuk 1 ≤ i ≤ m, jika j adalah ganjil, 1 ≤ j < n − 1

1, e = xi,nxi+1,n ; jika i adalah ganjil

2, e = xi,jxi,j+1 ; untuk 1 ≤ i ≤ m, jika j adalah genap, 1 < j < n − 1

2, e = xi,1xi,1; jika i adalah ganjil

3, e = xi,nxi,1; untuk 1 ≤ i ≤ m

3, e = xi,jxi+1,j ; jika i adalah ganjil, 1 < j < n − 1

4, e = xi,jxi+1,j ; jika i adalah genap, 1 ≤ j ≤ n

Untuk ekspan n genap:

f(e) =































1, e = xi,jxi,j+1 ; untuk 1 ≤ i ≤ m, jika j adalah ganjil, 1 ≤ j < n − 1

2, e = xi,jxi,j+1 ; untuk 1 ≤ i ≤ m, jika j adalah genap, 1 < j ≤ n

2, e = xi,nxi,1; untuk 1 ≤ i ≤ m

3, e = xi,jxi+1,j; jika i adalah ganjil, 1 ≤ j ≤ n

4, e = xi,jxi+1,j ; jika i adalah genap, 1 ≤ j ≤ n

Jelas bahwa bilangan khromatik χ(Hm,n) = 4, untuk n ganjil maupun genap

jelas memenuhi batas bawah dan atas pewarnaan sisinya ϕ(Hm,n) ≤ 4. 2

3 Teorema 2 Diberikan G = Ln untuk n ≥ 3, bilangan khromatik χ(Ln) = 3.
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Figure 2: Ladder Graph Ln

Bukti. Ladder Graph adalah graf yang memiliki V (Ln) = {xi; 1 ≤ i ≤ n;n ≤

2} ∪ {yi; 1 ≤ i ≤ n;n ≤ 2}, E(Ln) = {xiyi; 1 ≤ i ≤ n;n ≤ 2} ∪ {xixi+1; 1 ≤

i ≤ n;n ≤ 1}∪ {yiyi+1; 1 ≤ i ≤ n;n ≤ 1}, p = |V |=4.n dan q = |E|=3.n + 1.
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Untuk n = 3 pada Ladder Graph Ln akan dinyatakan batas atas dan bawah

χ(L3) ≤ ∆(L3) atau χ(L3) ≤ ∆(L3) + 1 dengan derajat χ(L3) = ∆(L3) atau

χ(L3) = ∆(L3) + 1. Dengan demikian karena ∆(L3) = 3 diperoleh χ(L3) = 3,

sehingga terbukti bahwa bilangan khromatik χ(Ln) = 3 dengan batas χ(Ln) ≤ 3.

Untuk n ≥ 3, graf G = Ln diwarnai sisinya dengan menggunakan fungsi berikut:

f(e) =































1, e = xixi+1; jika i adalah ganjil

2, e = xixi+1; jika i adalah genap

1, e = yiyi+1; jika i adalah ganjil

2, e = yiyi+1; jika i adalah genap

3, e = xiyi; 1 ≤ i ≤ n

Jelas bahwa bilangan khromatik χ(Ln) = 3, untuk n ganjil maupun genap, jelas

memenuhi batas bawah dan atas pewarnaan sisinya ϕ(Ln) ≤ 3. 2

3 Teorema 3 Diberikan G = Fn untuk n ≥ 2, bilangan khromatik χ(Fn) = 2n
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Figure 3: Fan Graph (Fn)

Bukti. Fan Graph adalah graf yang memiliki V (Fn) = {c} ∪ {xi; 1 ≤ i ≤ n;n ≥

3} ∪ {yi; 1 ≤ i ≤ n;n ≥ 3}, E(Fn) = {cxi; 1 ≤ i ≤ n;n ≥ 3} ∪ {cyi; 1 ≤

i ≤ n;n ≥ 3} ∪ {xiyi; 1 ≤ i ≤ n;n ≥ 3}, p = |V |=2.n + 1 dan q = |E|=3.n.

Untuk n = 3 pada Fan Graph G = (Fn) akan dinyatakan batas atas dan bawah

χ(F3) ≤ ∆(F3) atau χ(F3) ≤ ∆(F3) + 1 dengan derajat χ(F3) = ∆(F3) atau

χ(F3) = ∆(F3) + 1. Dengan demikian karena ∆(F3) = 6 diperoleh χ(F3) = 6,

sehingga terbukti bahwa bilangan khromatik χ(Fn) = 2n dengan batas χ(Fn) ≤

2.n. Untuk n ≥ 2, graf G = Fn diwarnai sisinya dengan menggunakan fungsi

berikut:
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f(e) =























1, e = xiyi; untuk 1 < i ≤ n

3, e = x1y1; untuk i = 1

2.n; e = cxi; 1 ≤ i ≤ n, jika i adalah ganjil

2.n; e = cyi; 1 ≤ i ≤ n, jika i adalah genap

Jelas bahwa bilangan khromatik χ(Fn) = 2n, untuk n ganjil maupun

genap, jelas memenuhi batas bawah dan atas pewarnaan sisinya ϕ(Fn) ≤ 2n.

2

3 Teorema 4 Diberikan G = (Pn ⊙ P3) untuk n ≥ 3, bilangan khromatiknya

χ(Pn ⊙ P3) = 5.
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Figure 4: Crown Graph (Pn ⊙ P3)

Bukti. Joint Graph adalah graf yang memiliki V (Pn ⊙ P3) = {xi; 1 ≤ i ≤

n} ∪ {yi; 1 ≤ i ≤ n}, E(Pn ⊙ P3) = {xiyi; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {yiyi+1; 1 ≤ i ≤ n},

p = |V |=4.n dan q = |E|=6.n−1. Untuk n = 3 pada Crown Graph Pn⊙P3 akan

dinyatakan batas atas dan bawah χ(P3 ⊙ P3) ≤ ∆(P3 ⊙ P3) atau χ(P3 ⊙ P3) ≤

∆(P3 ⊙ P3) + 1 dengan derajat χ(P3 ⊙ P3) = ∆(P3 ⊙ P3) atau χ(P3 ⊙ P3) =

∆(P3⊙P3)+1. Dengan demikian karena ∆(P3⊙P3) = 5 diperoleh χ(P3⊙P3) =

5, sehingga terbukti bahwa bilangan khromatik χ(Pn ⊙ P3) = 5 dengan batas

χ(Pn ⊙ P3) ≤ 5. Untuk n ≥ 3, graf G = Pn ⊙ P3 diwarnai sisinya dengan
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menggunakan fungsi berikut:

f(e) =



















































1, e = xixi+1; jika i adalah ganjil

1, e = y3.i−2y(3.i−2)+1; untuk 1 < i ≤ n

2, e = xixi+1; jika i adalah genap

2, e = y3.i−1y(3.i−1)+1; untuk 1 < i ≤ n

3, e = xiy3.i−2; untuk 1 < i ≤ n

4, e = xiy3.i−1; untuk 1 < i ≤ n

5, e = xiy3.i; untuk 1 < i ≤ n

Jelas bahwa bilangan khromatik χ(Pn ⊙P3) = 5, untuk n ganjil maupun genap,

jelas memenuhi batas bawah dan atas pewarnaan sisinya ϕ(Pn ⊙ P3) ≤ 5. 2

3 Teorema 5 Diberikan G = (G2[G1]) untuk n ≥ 3, bilangan khromatiknya

χ(G2[G1]) = 5.
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Figure 5: Graph Composition G2[G1]

Bukti. Graph Composition adalah graf yang memiliki V (G2[G1]) = {xi; 1 ≤

i ≤ n;n ≤ 2} ∪ {yi; 1 ≤ i ≤ n;n ≤ 2}, E(G2[G1]) = {xiyi; 1 ≤ i ≤ n;n ≤ 2}

∪ {xixi+1; 1 ≤ i ≤ n;n ≤ 2} ∪ {xixi+1; 1 ≤ i ≤ n;n ≤ 2} ∪ {yiyi+1; 1 ≤

i ≤ n;n ≤ 2}, p = |V |=4.n dan q = |E|=5n + 1. Untuk n = 4, batas atas

dan bawah χ(G2[G1]) ≤ ∆(G2[G1]) atau χ(G2[G1]) ≤ ∆(G2[G1]) + 1 dengan

derajat χ(G2[G1]) = ∆(G2[G1]) atau χ(G2[G1]) = ∆(G2[G1]) + 1. Dengan

demikian karena ∆(G2[G1]) = 5 diperoleh χ(G2[G1]) = 5, sehingga terbukti

bahwa bilangan khromatik χ(G2[G1]) = 5 dengan batas χ(G2[G1]) ≤ 5. Untuk
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n ≥ 3, graf G = G2[G1] diwarnai sisinya dengan menggunakan fungsi berikut:

f(e) =







































































1, e = xiyi; untuk 1 < i ≤ n

2, e = xiyi+1; jika i adalah ganjil

2, e = xiyi−1; jika i adalah genap

3, e = xixi+1; jika i adalah ganjil

3, e = yiyi+1; jika i adalah ganjil

4, e = xiyi+1; jika i adalah genap

4, e = xiyi−1; jika i adalah ganjil

5, e = xixi+1; jika i adalah genap

5, e = yiyi+1; jika i adalah genap

Jelas bahwa bilangan khromatik χ(G2[G1]) = 5, untuk n ganjil maupun genap,

jelas memenuhi batas bawah dan atas pewarnaan sisinya: ϕ(G2[G1]) ≤ 5. 2

Kesimpulan

Bilangan khromatik pewarnaan sisi pada graf khusus dan operasinya adalah

Prims graph Hm,n adalah ϕ(Hm,n) ≤ 4, Ladder Graph Ln adalah ϕ(Ln) ≤ 3,

Fan Graph Fn adalah ϕ(Fn) ≤ 2n, Crown Graph Pn⊙P3 adalah ϕ(Pn ⊙P3) ≤ 5,

Graph Composition G2[G1] adalah ϕ(G2[G1]) ≤ 5.
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