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Abstract

Misal G adalah graf sederhana dan tidak berarah. Representasi visual dari
graf G adalah dinyatakan dengan himpunan titik dan sisi ditulis G = (V, E).
Salah satu kajian terhadap graf G yang mempunyai aplikasi luas adalah
graph colouring yang terdiri dari pewarnaan simpul, sisi, dan wilayah. Dalam
makalah ini akan dibahas pewarnaan sisi. Pewarnaan sisi adalah pem-
berian warna pada sisi graf G sedemikian sehingga tidak ada dua sisi yang
bersisian mempunyai warna yang sama. Jumlah warna minimum yang
dapat digunakan untuk mewarnai graf dinyatakan dengan bilangan khro-
matik. Makalah ini fokus mengkaji tentang bilangan kromatik pada graf-
graf khusus dan operasinya.
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Pendahuluan

Graf adalah salah satu pokok bahasan Matematika Diskrit yang telah lama dike-
nal dan banyak diaplikasikan pada berbagai bidang. Dalam merepresentasikan
visual dari suatu graf yaitu dengan menyatakan objek dengan simpul, noktah,
bulatan, titik, atau wverter, sedangkan hubungan antara objek dinyatakan de-
ngan garis atau edge. Secara umum, graf [4] adalah pasangan himpunan (V, E)
di mana V' adalah himpunan tidak kosong dari simpul simpul (vertez atau node)
dan E adalah himpunan sisi (edges atau arcs) yang menghubungkan sepasang

simpul pada graf tersebut.

V - U17U27U37 "'7vn; E - 617 627 637 M) en
atau

E= (U17U2)7 (U27U3)7 (U37U4)7 seey (Un_l,Un)

Di mana e = (v;,v;) yang artinya sisi yang menghubungkan simpul v; dan v;.
Salah satu topik yang menarik adalah masalah pewarnaan graf (graph colo-
ring). Bidang ini memiliki sejarah menarik dan teori-teorinya telah menim-
bulkan banyak perdebatan pada kalangan matematikawan. Umumnya pewar-
naan graf [6] digunakan untuk memodelkan suatu masalah sehingga menjadi

lebih mudah, yaitu dengan cara merepresentasikan objek-objek tersebut. Contoh
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pemodelan suatu masalah dengan menggunakan pewarnaan graf dapat dilihat
pada penggambaran rangkaian listrik, penyusunan jadwal, jaringan komunikasi,
jaringan network komputer, analisis algoritma, peta, struktur hierarki sosial, dan
lain-lain.

Dalam paper ini, akan membahas salah satu aplikasi pewarnaan graf (graph colo
ring), khususnya pewarnaan pada sisi graf G sedemikian sehingga tidak ada
dua sisi yang bersisian mempunyai warna yang sama, sehingga akan diperoleh
jumlah minimum warna dengan notasi ¢(G) dan nantinya akan dinyatakan de-
ngan bilangan kromatik dengan notasi x(C),). Penelitian terkait Pewarnaan Sisi
berkembang cukup pesat, lihat [2],[7],[8],[9].

Graf yang digunakan dalam penelitian fokus pada beberapa graf khusus beserta
operasinya [3], diantaranya yaitu: Prims graph (Hp, ), Ladder Graph (Ly,), Fan
Graph (F},), Crown Graph (P, ® P3), Graph Composition (G2[G1]).

Pewarnaan Graf

Pewarnaan graf (graph coloring) adalah kasus khusus dari pelabelan graf. Pela-
belan disini maksudnya, yaitu memberikan warna pada titik-titik pada batas
tertentu. Pewarnaan sisi (edge coloring) adalah memberi warna berbeda pada
sisi yang bersisian sehingga tidak ada dua sisi yang bersisian mempunyai warna
yang sama. Jumlah warna minimal ¢(G) [1],[5]yang dapat digunakan untuk

mewarnai sisi-sisi dalam suatu graph G disebut bilangan khromatik G.

Theorem 1 Teorema (Vizing 1964)/10/. Jika G adalah graph sederhana,
maka x(G) < A(G) atau x(G) < A(G) + 1

Hasil Pewarnaan Sisi Graf Khusus dan Operasinya

Dalam penelitian diperoleh beberapa teorema yang berhubungan dengan Khro-
matik Pewarnaan Sisi Graf Khusus dan Operasinya meliputi: Prims graph H,, p,
Ladder Graph Ly, Fan Graph (F),), Crown Graph (P, ® P3), Graph Composition
(G2[G1)).

<& Teorema 1 Diberikan G = Hy, ,, untukm > 3 dann > 3, bilangan khromatik
X(Hm,n) =4.
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Figure 1: Prims graph H,, ,

Bukti. Prims graph adalah graf yang memiliki V (H,, ) = {2;;;1 <i <m;1 <
J<n}, E(Hmp) ={zijriq1;1 <i<m—11<j <n} U{zp r1;;1 <j<n}
U{zijzijr;1 <i<m;1 <j<n},p=|V|=mndanq = |E|=2m.n—n. Untuk
n = 6 pada Prims graph Hy, ,, akan dinyatakan batas atas dan bawah x(Hp, ) <
A(Hp) atau x(Hme) < A(Hpmgp) + 1 dengan derajat x(Hpme) = A(Hpe)
atau x(Hpm,6) = A(Hpme) + 1. Dengan demikian karena A(H,, ) = 3 diperoleh
X(Hme) = 4, sehingga terbukti bahwa bilangan khromatik x(H,, ) = 4 dengan
batas x(Hpe) < 4. Untuk m > 3 dan n > 3, graf G = H,,,,, diwarnai sisinya

dengan menggunakan fungsi berikut:



Ilham S., et.al: Bilangan Khromatik Pewarnaan Sisipada ... 205

Untuk ekspan n ganjil:

7

l,e =2 ;%541
le =ZinTivim;
2,6 = X jTij41;
2,6 = w1715
3,e=T;nTi1;
3,6 =i ;Tit1,5;

4,6 = xijTit1,5;

Untuk ekspan n genap:

7

\

Le = jTij41;
2,6 = X jTij41;
2,e = TinTi1;

3,6 =T ;Tit1;;

4,6 = xijTit1,5;

untuk 1 < < m,jika j adalah ganjil, 1 <j<n—1
jika i adalah ganjil

untuk 1 < ¢ < m,jika j adalah genap, 1 <j<n—1
jika ¢ adalah ganjil

untuk 1 <7 <m

jika 7 adalah ganjil, 1 <j<n—1

jika ¢ adalah genap, 1 <j7<mn

untuk 1 <17 < m,jika j adalah ganjil, 1 <j<n—1
untuk 1 <17 < m,jika j adalah genap, 1 <j<n
untuk 1 <7 <m

jika 7 adalah ganjil, 1 <j<n

jika ¢ adalah genap, 1 <j5<n

Jelas bahwa bilangan khromatik x(H,,,) = 4, untuk n ganjil maupun genap

jelas memenuhi batas bawah dan atas pewarnaan sisinya ¢(H,y, ) < 4. O

& Teorema 2 Diberikan G = Ly, untuk n > 3, bilangan khromatik x(Ly) = 3.

@ & Y1

Figure 2: Ladder Graph L,

Bukti. Ladder Graph adalah graf yang memiliki V(L) = {z;;1 < i < n;n <
2} U{yisl < i <min <2}, E(Lp) = {miyss1 < i < min < 2} U {mimig; 1 <
i <n;n < MU {yiyir; 1 <i < n;n < 1}, p = |V|=4.n dan ¢ = |E|=3.n + 1.
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Untuk n = 3 pada Ladder Graph L, akan dinyatakan batas atas dan bawah
X(L3) < A(Ls) atau x(L3) < A(L3) + 1 dengan derajat x(L3) = A(L3) atau
X(L3) = A(L3) + 1. Dengan demikian karena A(Ls) = 3 diperoleh x(L3) = 3,
sehingga terbukti bahwa bilangan khromatik x(L,) = 3 dengan batas x(L,) < 3.

Untuk n > 3, graf G = L,, diwarnai sisinya dengan menggunakan fungsi berikut:

1,e = z;x;41; jika ¢ adalah ganjil
2,e = x;w;q1; jika ¢ adalah genap
fle)=1<¢ 1,e=wyir1; jika i adalah ganjil
2,e = y;yi+1; jika ¢ adalah genap

L 3, e = z3y;; 1<i<n

Jelas bahwa bilangan khromatik x(L,) = 3, untuk n ganjil maupun genap, jelas

memenuhi batas bawah dan atas pewarnaan sisinya ¢(L,) < 3. a

& Teorema 3 Diberikan G = F,, untuk n > 2, bilangan khromatik x(Fy,) = 2n

Figure 3: Fan Graph (F),)

Bukti. Fan Graph adalah graf yang memiliki V(F,,) = {c} U{z;;1 <i<n;n >
3} U{yisl < i < myn > 3}, E(Fy) = {ezsl <@ < nmjn > 3} U {eyisl <
i <nyn >3} U{zy;l <i<mnyn>3}p=|V|=2n+1dan q = |E|=3.n.
Untuk n = 3 pada Fan Graph G = (F,,) akan dinyatakan batas atas dan bawah
X(F3) < A(F3) atau x(F3) < A(F3) + 1 dengan derajat x(F3) = A(F3) atau
X(F3) = A(F3) + 1. Dengan demikian karena A(F3) = 6 diperoleh x(F3) = 6,
sehingga terbukti bahwa bilangan khromatik x(F;,) = 2n dengan batas x(F,) <
2.n. Untuk n > 2, graf G = F,, diwarnai sisinya dengan menggunakan fungsi

berikut:
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lLe=zy;; untukl <i<n
3,e =x1y1; untuki=1
fle) =

2.n;e = cx;; 1 <i <n,jika ¢ adalah ganjil
2.ne =cy;; 1 <i<n,jika ¢ adalah genap
Jelas bahwa bilangan khromatik x(F,) = 2n, untuk n ganjil maupun

genap, jelas memenuhi batas bawah dan atas pewarnaan sisinya ¢(F,) < 2n.
Od

& Teorema 4 Diberikan G = (P, ® P3) untuk n > 3, bilangan khromatiknya
X(Py, ® P3) =5.

Figure 4: Crown Graph (P, ® P3)

Bukti. Joint Graph adalah graf yang memiliki V(P, © P3) = {z;;1 < i <
ntU{y;l <i < n}, B(P, 0 P3) = {ziyi;1 < i < np U {yyirl < i < n},
p = |V|=4.n dan ¢ = |E|=6.n—1. Untuk n = 3 pada Crown Graph P, ® P3 akan
dinyatakan batas atas dan bawah x(Ps ® P3) < A(P3 ® P3) atau x(P3 ® P3) <
A(P3 ® P3) + 1 dengan derajat x(P3 © P3) = A(P3 @ P3) atau x(P3 © P3) =
A(P3;® P3)+1. Dengan demikian karena A(P3 ® P3) = 5 diperoleh x (P @ P3) =
5, sehingga terbukti bahwa bilangan khromatik x (P, ® P3) = 5 dengan batas
X(P, ® P3) < 5. Untuk n > 3, graft G = P, ® P3 diwarnai sisinya dengan
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menggunakan fungsi berikut:

l,e = z;xi41; jika ¢ adalah ganjil

l,e =y3i-2Y@3.i—2)+1; untukl <i<n

2,6 = TTit1; jika i adalah genap
fle) =19 2,e =yzi1y@i-1)+1; untukl <i<n

3,e = T;Y3.i—2; untukl <7 <mn

4,e = TY3.4-1; untukl <i<n

5, e = T;Ys3.; untukl <i<n

Jelas bahwa bilangan khromatik x (P, ® P3) = 5, untuk n ganjil maupun genap,

jelas memenuhi batas bawah dan atas pewarnaan sisinya ¢(P, ® P3) < 5. O

& Teorema 5 Diberikan G = (G2[Gi]) untuk n > 3, bilangan khromatiknya
X(Ga[Gh]) = 5.

Figure 5: Graph Composition G2|G1]

Bukti. Graph Composition adalah graf yang memiliki V(G2[G1]) = {x;;1 <
i <myn <2} U{yi;l <@ <nyn <2}, B(GGi]) = {zyi; 1 <i <mnyn <2}
U {zizipl < i < mpn < 2 U {zrgsl <0 <y <2} U {yiyigs 1 <
i <nyn < 2}, p=|V|=4n dan ¢ = |E|=bn + 1. Untuk n = 4, batas atas
dan bawah x(G2[G1]) < A(G2[Gh]) atau x(G2[G1]) < A(G3[G1]) + 1 dengan
derajat x(G2[G1]) = A(G2[G1]) atau x(G2[Gi]) = A(G2[Gi]) + 1. Dengan
demikian karena A(G2[G1]) = 5 diperoleh x(G2[G1]) = 5, sehingga terbukti
bahwa bilangan khromatik y(G2[G1]) = 5 dengan batas x(G2[G1]) < 5. Untuk
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n > 3, graf G = G2[G1] diwarnai sisinya dengan menggunakan fungsi berikut:

1,e = xy;;
2,e = xiYit1;
2,e = xyi-1;

3,e = xiTit1;
3, e = YiYi+1;
4,e = x;yiv1;
4,e = x;y;1;
5,6 = XiTiy1;

5, € = YilYit1;

untukl < i <n

jika ¢ adalah ganjil
jika 7 adalah genap
jika i adalah ganjil
jika ¢ adalah ganjil
jika 7 adalah genap
jika ¢ adalah ganjil
jika 7 adalah genap
jika 7 adalah genap

Jelas bahwa bilangan khromatik y(G2[G1]) = 5, untuk n ganjil maupun genap,

jelas memenuhi batas bawah dan atas pewarnaan sisinya: ¢(G2[G1]) < 5.

Kesimpulan

|

Bilangan khromatik pewarnaan sisi pada graf khusus dan operasinya adalah
Prims graph H,,, adalah ¢(H,,,) < 4, Ladder Graph L, adalah ¢(L,) < 3,
Fan Graph F,, adalah ¢(F,,) < 2n, Crown Graph P, ® P3 adalah (P, ® P3) <5,
Graph Composition G2[G1] adalah ¢(G2[G1]) < 5.
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