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Abstrak

Suatu graf G memiliki orde p, size ¢ dan face s dapat dikatakan (a, d)-face
antlmaglc total bilamana terdapat pemetaan dari f : V(G) U E(G) U F(QG)
— {1,2,...,p + ¢ + s}, sedemikian hingga bobot totalnya W; = {a,a +
d,a+ 2d ,a+ (s —1)d} membentuk barisan aritmatika dengan suku awal
a, bedanya d dan jumlah wajah sisinya s. Graf tersebut dapat dikatakan
super apabila label titiknya adalah f(V) — {1,2,...,p} dan label sisinya
f(E) = {p+1,p+2,...,q}. Dalam penelitian ini, akan dikaji mengenai
keberadaan super (a,d) face antimagic total dari Shackle dari graf siklus
dengan busur Cg.

Kata Kunci: Super (a,d)-face antimagic total labeling, Shackle dari graf
siklus dengan busur C¢.

Pendahuluan

Sejak dua ratus tahun telah ditemukan kajian tentang teori graf yang memi-
liki terapan sampai saat ini. Teori graf tersebut digunakan untuk mempresen-
tasikan objek-objek diskrit dan hubungan antara objek-objek. Menurut catatan
sejarah, seorang matematikawan Swiss, L. Euler pada tahun 1736 yang pertama
kali menorehkan kajian teori graf. Beliau membahas tentang masalah jembatan
Konigsberg [10].

Melalui perkembangan jaman, teori graf semakin luas dan semakin diper-
hitungkan aplikasinya. Terutama dalam jaman teknologi digital dimana keber-
ada jaringan komputer semakin diperhitungkan. Pemakaian teori graf semakin
dibutuhkan. Teori graf berkembang mulai dari optimal graf, pewarnaan graf
dan pelabelan graf, lihat [4, 5] untuk lebih detail. Seorang matematikawan Koi
Weng Ling yang pertama kali menawarkan konsep pelabelan antimagic total
face. Misal G = G(V, E, F) adalah sebuah graf dengan titik V = V(G), sisi
E = E(G), dan face F = F(G), maka Koi Weng Ling menggambarkan pela-
belan face antimagic total. Graf roda dan prisma memiliki pelabelan face tipe
(1,1,0), sedangkan grid dan sarang lebah memiliki pelabelan face antimagic total
tipe (1,1,1), untuk hasil-hasil lainnya lihat [1, 9, 3, 8, 6, 7, 2].

Suatu graf G memiliki orde p, size ¢ dan face s dapat dikatakan (a,d)-
face antimagic total bilamana terdapat pemetaan dari f : V(G) U E(G) U F(G)
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— {1,2,...,p + ¢ + s}, sedemikian hingga bobot totalnya W; = {a,a + d,a +
2d,...,a+ (s —1)d} membentuk barisan aritmatika dengan suku awal a, bedanya
d dan jumlah wajah sisinya s. Graf tersebut dapat dikatakan super apabila
label titiknya adalah f(V) — {1,2,...,p} dan label sisinya f(E) — {p+ 1,p +
2,...,q}. Dalam penelitian ini, akan dikaji mengenai keberadaan super (a,d)

face antimagic total dari Shackle graf siklus dengan busur C’é.

Lemma 1 Jika G = Shack(Cg,e,n) adalah super (a,d)-face antimagic total

maka
pe —pu)pH + (96 — qu)qa — 1+

s—1
dimana H = (V' E') adalah sub graf dari G dan s = |H;|, pc = |V|, qa¢ = |E|,
pa = V'], qu = |E|

dS(

Bukti. Nilai bobot terkecil didapat apabila face dari graf itu dilabeli mulai dari
bilangan terkecil sehingga 1 +2+ .... + pg + (pc + 1) + (pg + 2) + .... + (pa +
qu) + (pa +ag +1) = B (1 +pu) + Y (pg + 1 +pa + qu) + (pa +qc +1) =
B P qppe+ G+ E 4 (pe e +1) <

Sedangkan nilai terbesar berlaku apabila bobot labelnya adalah:

pH — 1 g — 1
a+(s—1)d < pupg— 5 PH T qHPG T an4c — qu + (pa + qc + s)
pg — 1 g — 1
(s—1)d < pupg— 5 PH + PG + qm4c — qu + (pc +qc+s)—a
pH — 1 gy — 1
(s—1)d < pupg— 5 PH + PG + am4c — qu + (pc +qc +s) —

pu | P qu | 47
(5 + 5 +tampe + o+ F+ (e +aa +1)

(s —1)d = pGpH—%-l-p?H‘FQHQG_%-Fq?H-FS—(p?H-F% %{
(s—1)d = pGpH—%‘Fp?H-FquG—%—i—q?H—ks—p?H—%_%_Q_H_
(s—1)d = pHpGJrqHQG—%—%—lJrS
(s—1)d = pupc—ph+qudc —qir — 1+
(s—1)d = (pc—pu)pu+ (¢ —qu)qm —1+s
d < (pc—pH)pH+(qG1—QH)qH—1+s
.

Corollary 1 Misal G = (C¢,e,n) memiliki super (a,d)-face antimagic total la-
beling maka batas atas d adalah d < 21.

Bukti. Graf siklus dengan busur C} adalah graf yang memiliki V(G) = {z;,9;,1 <
i <2n+1}, B(G) = {ziTit1, TiYiv2, ViYir1, 1 <1 < 2npU{ziy,1 < < 2n + 1},
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pc =|V]|=4n+2, qc = |E|=6n+ 1, py = 4, dan qg = 4. Sehingga shackle graf
siklus dengan busur C}, dengan pg = |V|=4n + 2, q¢ = |E|=6n + 1, py = 4,
qu = 4 dan s = |H| = 2n sebagai berikut:

(4n +2) — )4+ ((6bn+1) —4)4 — 1+ 2n

d < 2n—1
J An+2—-4)4+ 6n+1—-4)4—1+2n
B 2n — 1
P (4n—2)4+ (6n —3)4 —1+2n
B 2n — 1
p (16n —8+424n —12 -1+ 2n
B 2n — 1
J (42n — 21)
2n—1
d < 21

Hasil Penelitian

Dalam bagian ini akan disajikan hasil pelabelan super face d-antimagic dengan
tipe (1,1, 1) untuk shakle dari graf siklus dengan busur C¢ dan beberapa d yang

mungkin. Hasil dari penelitian ini berupa teorema untuk d = 2,7,9,11,13.

& Teorema 1 Graf G = Shack(C{, e,n) memiliki pelabelan super (49n+16,2)-

face antimagic total untuk n > 3.

Bukti. Labeli titik shackle dari graf siklus dengan busur C’é dengan fungsi fi
yang didefinikan sebagai berikut:

il 1 <1< 2n+ 1,untukiganjil
fl(iEi):{ 2 =t ganj

2n+_2i+2; 1 <1 < 2n,untukigenap

Fuys) = W; 1 <4< 2n+ 1, untuk iganjil
1 1 <1 < 2n,untukigenap

An+2+1.

2 )

Dengan mudah dapat dipahami bahwa f; adalah merupakan fungsi bijektif yang
memetakan fi : V(G) — {1,2,...,4n + 2}. Misal wy, adalah bobot sisi super
face antimagic total shakle dari graf siklus dengan busur C¢ untuk n > 1, maka

dapat diturunkan sebagai berikut:

. — 544i+1; 1<i<2n
h 8 12i+6 1<i<2n
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Labeli sisi shakle dari graf siklus dengan busur C} dengan fungsi f; yang didefinikan
sebagai berikut:

f1(yivig1) =

fi(xizip1) =

18n -4+ 9
2
20n+9 —1
2
Dengan mudah dapat dipahami bahwa f; adalah merupakan fungsi bijektif yang
memetakan fi : E(G) — {4n+3,4n+4,...,10n+3}. Misal Wy, adalah bobot

total sisi super face antimagic total shakle dari graf siklus dengan busur C¢ untuk

fi(zays) =

;1 <4 < 2n+ 1, untuk iganjil

f1(yiyiv1) = .1 < i < 2ny, untuk iganjil

n > 3, maka dapat diturunkan sebagai berikut:
Wi =3In+i+11;1 <1< 2n

Labeli face shakle dari graf siklus dengan busur C} dengan fungsi f; yang
didefinikan sebagai berikut:

F(f)=10n+3+41<i<2n

Dengan mudah dapat dipahami bahwa f; adalah merupakan fungsi bijektif yang
memetakan fi : F(G) — {10n +4,10n + 5,...,12n + 3}. Misal W Fy, adalah
bobot total face antimagic total shakle dari graf siklus dengan busur 061 untuk
n > 3, maka dapat diturunkan sebagai berikut: WFy = wy, + Wy, + F(f;) =
49n + 14 + 2i.  Apabila WFy diuraikan untuk 1 < 4 < 2n maka diperoleh
himpunan WFy, = {49n + 16,49n + 18,...,53n + 14}. Terbukti bahwa shakle
dari graf siklus dengan busur 061 memiliki pelabelan super (49n + 16, 2)-face

antimagic total untuk n > 1.

& Teorema 2 Graf G = Shack(C}, e,n) memiliki pelabelan super (40n+24,7)-

face antimagic total untuk n > 1.

Bukti. Labeli titik shakle dari graf siklus dengan busur C} dengan fungsi fo
yang didefinikan sebagai berikut:

%; 1 <i <2n+ 1, untuk iganjil
fa(xi) = ¢ oniive. < '
st 1 <4 < 2n,untuk igenap
o) W; 1 <4 <2n+ 1,untukiganjil
2(¥i) = ,
vi %; 1 <1 < 2n,untukigenap
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Dengan mudah dapat dipahami bahwa fo adalah merupakan fungsi bijektif yang
memetakan fo : V(G) — {1,2,...,4n + 2}. Misal wy, adalah bobot sisi super
face antimagic total shakle dari graf siklus dengan busur C¢ untuk n > 1, maka

dapat diturunkan sebagai berikut:

e _ ] AL 1<i<om
f2 54946 1<i<2n

Labeli sisi shakle dari graf siklus dengan busur C} dengan fungsi f» yang didefinikan
sebagai berikut:

£l ) W; 1 <14 < 2n,untukigenap
TiTiy1) = .
At w; 1 <1< 2n — 1, untukiganjil
£l ) = w; 1 <1¢<2n — 1,untukiganjil
2Williel) = %; 1 <1 < 2n,untukigenap
10 541
fo(xiyive) = %; 1 <4 < 2n — 1, untuk iganjil
16 541
falziy;) = %; 1 <i<2n+ 1,untukiganjil

Dengan mudah dapat dipahami bahwa fo adalah merupakan fungsi bijektif yang
memetakan fo: E(G) — {4n+3,4n+4,...,10n + 3}. Misal Wy, adalah bobot
total sisi super face antimagic total shakle dari graf siklus dengan busur Cé untuk

n > 3, maka dapat diturunkan sebagai berikut:
Wy, =28n+81+13;1 <1< 2n

Labeli face shakle dari graf siklus dengan busur C} dengan fungsi fo yang
didefinikan sebagai berikut:

F(f)) =12n+4—i;1<i<2n

Dengan mudah dapat dipahami bahwa fo adalah merupakan fungsi bijektif yang
memetakan fo : F(G) — {12n + 3,12n 4 2,...,10n + 4}. Misal W FY, adalah
bobot total face antimagic total labelling shackle dari graf siklus dengan busur
C¢ untuk n > 1, maka dapat diturunkan sebagai berikut: WFy, = wy, + Wy, +
F(f;) = 40n+7i417. Apabila W F, diuraikan untuk 1 < ¢ < 2n maka diperoleh
himpunan W Fy, = {40n + 24,40n + 31,...,54n + 17}. Terbukti bahwa shackle
dari graf siklus dengan busur C¢ memiliki pelabelan super (40n + 24, 7)-face

antimagic total untuk n > 1.

& Teorema 3 Graf G = Shack(Cg,e,n) memiliki pelabelan super (38n+25,9)-

face antimagic total untuk n > 1.
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Bukti. Labeli titik shakle dari graf siklus dengan busur C} dengan fungsi f3
yang didefinikan sebagai berikut:
92

2n+i42.,
2

)

il 1 <i < 2n+ 1, untuk iganjil
f3(z) =

1 <4 < 2n,untukigenap

Falye) = W; 1 <7< 2n+ 1,untuk iganjil
s\ 1 <1 < 2n,untukigenap

Ant24i,

2 )

Dengan mudah dapat dipahami bahwa f3 adalah merupakan fungsi bijektif yang
memetakan f3: V(G) — {1,2,...,4n + 2}. Misal wy, adalah bobot sisi super
face antimagic total shackle dari graf siklus dengan busur C¢ untuk n > 1, maka

dapat diturunkan sebagai berikut:

e _ ] 2AHL 1<i<om
fs 54946, 1<i<2n

Labeli sisi shackle dari graf siklus dengan busur C’é dengan fungsi f3 yang
didefinikan sebagai berikut:

8n+4+i.
5

fa(izipr) = { 14n+5+i.
2 b

1 <4 < 2n,untukigenap
1 <1< 2n— 1,untukiganjil

12n+5+7.
2 )

1 <4< 2n — 1, untuk iganjil
F3(Wiyie1) = 9§ 1snteri.
2 )

1 <4 < 2n,untukigenap

100 +5+i
Fa(@iyive) = %; 1<i < 2n — 1, untuk iganjil
160 +5 4
fa(xiy;) = %; 1 <i<2n+ 1,untukiganjil

Dengan mudah dapat dipahami bahwa f3 adalah merupakan fungsi bijektif yang
memetakan fo : E(G) — {4n+3,4n+4,...,10n 4 3}. Misal Wy, adalah bobot
total sisi super face antimagic total shackle dari graf siklus dengan busur C’é

untuk n > 1, maka dapat diturunkan sebagai berikut:
Wy, =28n+8i+13;1 <i < 2n

Labeli face shackle dari graf siklus dengan busur C} dengan fungsi fs yang
didefinikan sebagai berikut:

F(f)=10n+3+41<i<2n

Dengan mudah dapat dipahami bahwa f3 adalah merupakan fungsi bijektif yang
memetakan f3 : F(G) — {10n +4,10n + 5,...,12n + 3}. Misal W Fy, adalah
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bobot total face antimagic total shackle dari graf siklus dengan busur C} untuk
n > 1, maka dapat diturunkan sebagai berikut: WFy, = wyg, + Wy, + F(f;) =
28n + 46 + 9i. Apabila WF ', diuraikan untuk 1 < ¢ < 2n maka diperoleh
himpunan W Fy, = {38n + 25,38n + 34,...,56n + 16}. Terbukti bahwa shackle
dari graf siklus dengan busur C¢ memiliki pelabelan super (38n + 25,9)-face

antimagic total untuk n > 1.

& Teorema 4 Graf G = Shack(C¢, e,n) memiliki pelabelan super (36n+26,11)-

face antimagic total untuk n > 1.

Bukti. Labeli titik shackle dari graf siklus dengan busur C¢ dengan fungsi f4
yang didefinikan sebagai berikut:

fa(z;) =

2n+i+2.,

{ %; 1 <i < 2n+ 1, untuk iganjil
2 9

1 <1 < 2n,untukigenap

6n+23+_i; 1 <i<2n+1,untukiganyjil
fa(yi) =

%; 1 <1 < 2n,untukigenap

Dengan mudah dapat dipahami bahwa f; adalah merupakan fungsi bijektif yang
memetakan fy : V(G) — {1,2,...,4n + 2}. Misal wy, adalah bobot sisi super
face antimagic total shackle dari graf siklus dengan busur C¢ untuk n > 3, maka

dapat diturunkan sebagai berikut:

e ] RHAEL 1<i<om
f1 84946 1<i<2n

Labeli sisi shackle dari graf siklus dengan busur C} dengan fungsi fy yang
didefinikan sebagai berikut:

fa(xiziz1) =

6n+2+1
2

6 2421+ 2
fa(xiyive) = nt 1_ L ;1 <1¢ < 2n — 1, untuk iganjil

;1 <4 < 2n+ 1, untuk iganjil

fa(ziys) =

dqn+3+1

f4(yz'yi+1) = f; 1< <2n

Dengan mudah dapat dipahami bahwa f; adalah merupakan fungsi bijektif yang
memetakan fy : E(G) — {4n+3,4n+4,...,10n + 3}. Misal Wy, adalah bobot
total sisi super face antimagic total shackle dari graf siklus dengan busur Cé

untuk n > 3, maka dapat diturunkan sebagai berikut:

Wy, =24n +12i +11;1 < i < 2n
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Labeli face shackle dari graf siklus dengan busur C} dengan fungsi f4 yang
didefinikan sebagai berikut:

F(f) =12n+4—i;1<i<2n

Dengan mudah dapat dipahami bahwa f; adalah merupakan fungsi bijektif yang
memetakan fy : F(G) — {12n + 3,12n 4+ 2,...,10n + 4}. Misal W F}, adalah
bobot total face antimagic total shackle dari graf siklus dengan busur C} untuk
n > 3, maka dapat diturunkan sebagai berikut: WFy, = wy, + Wy, + F(f;) =
36n + 15 + 11i. Apabila WF}, diuraikan untuk 1 < ¢ < 2n maka diperoleh
himpunan W Fy, = {36n + 26,38n + 27,...,58n + 15}. Terbukti bahwa shackle
dari graf siklus dengan busur C¢ memiliki pelabelan super (36n + 26, 11)-face

antimagic total untuk n > 1.

& Teorema 5 Graf G = Shack(C},e,n) memiliki pelabelan super (34n+27,13)-

face antimagic total untuk n > 1.

Bukti. Labeli titik shackle dari graf siklus dengan busur 061 dengan fungsi f5
yang didefinikan sebagai berikut:

2n+i+2.,

il 1 <i <2n+ 1, untuk iganjil
fs(!Ei):{ ; P
2 )

1 <1 < 2n,untukigenap

6n+23+_i; 1 <7< 2n+ 1, untuk iganjil
f5(yi) =

%; 1 < < 2n,untukigenap

Dengan mudah dapat dipahami bahwa f; adalah merupakan fungsi bijektif yang
memetakan f5 : V(G) — {1,2,...,4n + 2}. Misal wy, adalah bobot sisi super
face antimagic total shackle dari graf siklus dengan busur C’é untuk n > 3, maka

dapat diturunkan sebagai berikut:

S44i+1; 1<i<2n
We =14 &
8 4+2i+6; 1<i<2n

Labeli sisi shackle dari graf siklus dengan busur C} dengan fungsi f; yang
didefinikan sebagai berikut:

8 441
fs(@izit) = y; 1<i<2n
6n+2+1
fs(xiy;) = mreTt +2 + Z; 1 <1i < 2n+ 1, untukigangjil
6n 4+ 24 2i 42

f5(xiyive) = 1 ;1 <i < 2n — 1, untuk iganjil
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w;lgiggn

Dengan mudah dapat dipahami bahwa f; adalah merupakan fungsi bijektif yang
memetakan f5: E(G) — {4n+3,4n+4,...,10n + 3}. Misal Wy, adalah bobot

total sisi super face antimagic total shackle dari graf siklus dengan busur Cé

I5(Wiyiv1) =

untuk n > 1, maka dapat diturunkan sebagai berikut:
Wi =24n 4120 +11;1 <4 < 2n

Labeli face shackle dari graf siklus dengan busur C} dengan fungsi fs yang
didefinikan sebagai berikut:

F(fi)=10n+34+141<i<2n

Dengan mudah dapat dipahami bahwa f; adalah merupakan fungsi bijektif yang
memetakan f5 : F(G) — {12n + 3,12n 4+ 2,...,10n + 4}. Misal W F, adalah
bobot total face antimagic total shackle dari graf siklus dengan busur C} untuk
n > 1, maka dapat diturunkan sebagai berikut: WFy, = wyg, + Wy, + F(f;) =
34n + 14 + 13i. Apabila WFy, diuraikan untuk 1 < ¢ < 2n maka diperoleh
himpunan W Fy, = {34n + 27,34n 4 40, ...,60n + 14}. Terbukti bahwa shackle
dari graf siklus dengan busur C¢ memiliki pelabelan super (34n + 27,13)-face

antimagic total untuk n > 1.

Kesimpulan

Berdasarkan hasil penelitian yang didapat, maka kita dapat menyimpulkan bahwa:

pelabelan super face d-antimagic dengan tipe (1,1, 1) untuk

e Shackle dari graf siklus dengan busur C¢ memiliki pelabelan super (49n +
16, 2)-face antimagic total untuk n > 1.

e Shackle dari graf siklus dengan busur Cg memiliki pelabelan super (40n +

24,7)-face antimagic total untuk n > 1.

e Shackle dari graf siklus dengan busur C¢ memiliki pelabelan super (38n +

25,9)-face antimagic total untuk n > 1.

e Shackle dari graf siklus dengan busur C¢ memiliki pelabelan super (36n +
26, 11)-face antimagic total untuk n > 1.

e Shackle dari graf siklus dengan busur C¢ memiliki pelabelan super (34n +
27,13)-face antimagic total untuk n > 1.
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Namun demikian untuk d lainnya dengan batas atas d < 21, peneliti belum

menemukannya. Oleh karena itu diajukan masalah terbuka berikut:

Open Problem 1 Tentukan apakah shackle dari graf siklus dengan busur Cé

memiliki super (a,d)-face antimagic total labeling selain d € {2,7,9,11,13} untuk
d < 21.
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