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Abstrak

Suatu graf G memiliki orde p, size q dan face s dapat dikatakan (a, d)-face
antimagic total bilamana terdapat pemetaan dari f : V (G) ∪E(G) ∪ F (G)
→ {1, 2, ..., p + q + s}, sedemikian hingga bobot totalnya Wf = {a, a +
d, a + 2d, ..., a +(s− 1)d} membentuk barisan aritmatika dengan suku awal
a, bedanya d dan jumlah wajah sisinya s. Graf tersebut dapat dikatakan
super apabila label titiknya adalah f(V ) → {1, 2, . . . , p} dan label sisinya
f(E) → {p + 1, p + 2, . . . , p}. Dalam penelitian ini, akan dikaji mengenai
keberadaan super (a, d) face antimagic total dari Shackle Graf C5.

Kata Kunci : Super (a, d)-face antimagic total labeling, Shackle dari C5.

Pendahuluan

Seorang matematikawan Swiss, L. Euler pada tahun 1736 membuat jurnal per-

tama kali tentang teori graf yang membahas tentang masalah jembatan Konigs-

berg. Dengan perubahan jaman, teori graf semakin luas dan beragam, di-

antaranya adalah tentang pelabelan graf ([10]). Beberapa definisi tentang pela-

belan, terutama terkaitan dengan pelabelan antimagic dapat dibaca di [1], [4],

[5]. Dalam artikel ini akan membahas tetang keberadaan pelabelan super (a, d)-

face antimagic total. Graf roda dan prisma memiliki pelabelan face tipe (1,1,0),

sedangkan grid dan sarang lebah memiliki pelabelan face antimagic total tipe

(1,1,1), untuk hasil-hasil lainnya lihat [9, 3, 8, 6, 7, 2].

Suatu graf G memiliki orde p, size q dan face s dapat dikatakan (a, d)-

face antimagic total bilamana terdapat pemetaan dari f : V (G) ∪ E(G) ∪ F (G)

→ {1, 2, ..., p + q + s}, sedemikian hingga bobot totalnya Wf = {a, a + d, a +

2d, ..., a+(s−1)d} membentuk barisan aritmatika dengan suku awal a, bedanya

d dan jumlah wajah sisinya s. Graf tersebut dapat dikatakan super apabila label

titiknya adalah f(V ) → {1, 2, . . . , p} dan label sisinya f(E) → {1, 2, . . . , p}, lihat

[9],[3].

Makalah ini mengkaji keberadaan super d-antimagic pelabelan untuk graf

Shackle C5 pada d tertentu. Dalam hal ini, artikel ini dikhususkan untuk belajar

super(a,d) face antimagic pelabelan tipe (1, 1, 1) untuk Shackle Graf C5. Se-

belum disajikan beberapa hasil berikut ini akan disajikan batas atas d sedemikian

hingga graf Shackle C5 memiliki super (a, d)-face antimagic total.
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Lemma 1 Jika graf G = Shack(C5, e, n) adalah super (a, d)-face antimagic total

maka

d ≤
(pG − pH)pH + (qG − qH)qH − 1 + s

s − 1

dimana H = (V ′, E′) adalah sub graf dari G dan s = |Hi|, pG = |V |, qG = |E|,

pH = |V ′|, qH = |E′|

Bukti. Nilai bobot terkecil didapat apabila face dari graf itu dilabeli mulai dari

bilangan terkecil sehingga 1 + 2 + .... + pH + (pG + 1) + (pG + 2) + .... + (pG +

qH) + (pG + qG + 1) = pH

2
(1 + pH) + qH

2
(pG + 1 + pG + qH) + (pG + qG + 1) =

pH

2
+

p2

H

2
+ qHpG + qH

2
+

q2

H

2
+ (pG + qG + 1) ≤ a.

Sedangkan nilai terbesar berlaku apabila bobot labelnya adalah:

a + (s − 1)d ≤ pHpG −
pH − 1

2
pH + qHpG + qHqG −

qH − 1

2
qH + (pG + qG + s)

(s − 1)d ≤ pHpG −
pH − 1

2
pH + qHpG + qHqG −

qH − 1

2
qH + (pG + qG + s) − a

(s − 1)d ≤ pHpG −
pH − 1

2
pH + qHpG + qHqG −

qH − 1

2
qH + (pG + qG + s) −

(
pH

2
+

p2
H

2
+ qHpG +

qH

2
+

q2
H

2
+ (pG + qG + 1))

(s − 1)d = pGpH −
p2

H

2
+

pH

2
+ qHqG −

q2
H

2
+

qH

2
+ s − (

pH

2
+

p2
H

2
+

qH

2
+

q2
H

2
+ 1)

(s − 1)d = pGpH −
p2

H

2
+

pH

2
+ qHqG −

q2
H

2
+

qH

2
+ s −

pH

2
−

p2
H

2
−

qH

2
−

q2
H

2
− 1

(s − 1)d = pHpG + qHqG −
2p2

H

2
−

2q2
H

2
− 1 + s

(s − 1)d = pHpG − p2
H + qHqG − q2

H − 1 + s

(s − 1)d = (pG − pH)pH + (qG − qH)qH − 1 + s

d ≤
(pG − pH)pH + (qG − qH)qH − 1 + s

s − 1

2

Corollary 1 Misal G = Shack(C5, e, n) memiliki super (a, d)-face antimagic

total labeling maka batas atas d adalah d ≤ 36.

Bukti. Graf Shackle C5 adalah graf yang memiliki V (G) = {xi, yi, zj , 1 ≤ i ≤

n+1 , 1 ≤ j ≤ n}, E(G) = {xixi+1, yizi, yi+1zi, 1 ≤ i ≤ n}∪{xiyi, 1 ≤ i ≤ n + 1},

pG = |V |=3n + 2, qG = |E|=4n + 1, pH = 5, dan qH = 5. Sehingga Graf Shackle

C5, dengan pG = |V |=3n + 2, qG = |E|=4n + 1, pH = 5, qH = 5 dan s = n
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memenuhi hal berikut:

d ≤
((3n + 2) − 5)5 + ((4n + 1) − 5)5 − 1 + n

n − 1

d =
(3n − 3)5 + (4n − 4)5 − 1 + n

n − 1

d =
(n − 1)3.5 + (n − 1)4.5 + (n − 1)

n − 1

d =
(n − 1)15 + (n − 1)20 + (n − 1)1

n − 1

d =
(n − 1)(15 + 20 + 1)

n − 1
d ≤ 36

2

Hasil Penelitian

Dalam bagian ini akan disajikan pelabelan super face d-antimagic dengan tipe

(1, 1, 1) untuk Shackle Graf C5 dan beberapa d yang mungkin. Hasil dari penelitian

ini berupa teorema untuk d = 1, 3, 5 Hasil dari penelitian ini didapatkan teorema

terkait face labeling graf untuk Shackle Graf C5

3 Teorema 0.1 Graf G = Shack(C5, e, n) memiliki pelabelan super (40n +

26, 1)-face antimagic total.

Bukti. Labeli titik Shackle Graf C5 dengan fungsi f1 yang didefinisikan sebagai

berikut:

f1(xi) = i; 1 ≤ i ≤ n + 1

f1(yi) = n + i + 1; 1 ≤ i ≤ n + 1

f1(zi) = 2n + i + 2; 1 ≤ i ≤ n

Dengan mudah dapat dipahami bahwa f1 adalah merupakan fungsi bijektif

yang memetakan f1 : V (G) → {1, 2, . . . , 3n + 2}. Misal wf1
adalah bobot sisi

super face antimagic total Shackle Graf C5 untuk n ≥ 5, maka dapat diturunkan

sebagai berikut:

wf1
= 4n + 5i + 6; 1 ≤ i ≤ n.

Labeli sisi G dengan fungsi f1 yang didefinisikan sebagai berikut:

f1(yi+1zi) = 5n − 2i + 3; 1 ≤ i ≤ n,

f1(yizi) = 5n − 2i + 4; 1 ≤ i ≤ n,
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f1(xixi+1) = 5n + 2 + i; 1 ≤ i ≤ n,

f1(xiyi) = 7n + 4 − i; 1 ≤ i ≤ n + 1,

Dengan mudah dapat dipahami bahwa f1 adalah merupakan fungsi bijektif

yang memetakan f1 : E(G) → {3n + 3, 3n + 4, . . . , 7n + 3}. Misal Wf1
adalah

bobot total sisi super face antimagic total Shackle Graf C5 untuk n ≥ 5, maka

dapat diturunkan sebagai berikut: Wf1
= 33n + 22; 1 ≤ i ≤ n

Labeli face Shackle Graf C5 dengan fungsi f1 yang didefinisikan sebagai

berikut:

f1(fi) = 7n + i + 3; 1 ≤ i ≤ n

Dengan mudah dapat dipahami bahwa f1 adalah merupakan fungsi bijektif yang

memetakan f1 : f(G) → {7n + 4, 7n + 5, . . . , 8n + 3}. Misal WFf1
adalah bobot

total face Shackle Graf C5 untuk n ≥ 5, maka dapat diturunkan sebagai berikut:

WFf1
= wf1

+ Wf1
+ f1(fi) = 40n + 25 + i. Apabila WFf1

diuraikan untuk

1 ≤ i ≤ n maka diperoleh himpunan WFf1
= {40n+26, 40n+27, . . . , 41n+25}.

Terbukti bahwa Shackle Graf C5 memiliki pelabelan super (40n + 26, 1)-face

antimagic total. 2

3 Teorema 0.2 Graf G = Shack(C5, e, n) memiliki pelabelan super (38n +

28, 2)-face antimagic total.

Bukti. Labeli titik Shackle Graf C5 dengan fungsi f2 yang didefinisikan sebagai

berikut:

f2(xi) = i; 1 ≤ i ≤ n + 1

f2(yi) = n + i + 1; 1 ≤ i ≤ n + 1

f2(zi) = 2n + i + 2; 1 ≤ i ≤ n

Dengan mudah dapat dipahami bahwa f2 adalah merupakan fungsi bijektif

yang memetakan f2 : V (G) → {1, 2, . . . , 3n + 2}. Misal wf2
adalah bobot sisi

super face antimagic total Shackle Graf C5 untuk n ≥ 5, maka dapat diturunkan

sebagai berikut:

wf2
= 4n + 5i + 6; 1 ≤ i ≤ n.

Labeli sisi G dengan fungsi f2 yang didefinisikan sebagai berikut:

f2(yi+1zi) = 6n + i + 3, 1 ≤ i ≤ n,

f2(yizi) = 3n + i + 2, 1 ≤ i ≤ n,

f2(xixi+1) = 6n − 2i + 4; 1 ≤ i ≤ n,
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f2(xiyi) = 6n − 2i + 5; 1 ≤ i ≤ n + 1,

Dengan mudah dapat dipahami bahwa f2 adalah merupakan fungsi bijektif

yang memetakan f2 : E(G) → {3n + 3, 3n + 4, . . . , 7n + 3}. Misal Wf2
adalah

bobot total sisi super face antimagic total Shackle Graf C5 untuk n ≥ 5, maka

dapat diturunkan sebagai berikut: Wf2
= 38n + 2i + 26; 1 ≤ i ≤ n

Labeli face Shackle Graf C5 dengan fungsi f2 yang didefinisikan sebagai

berikut:

f2(fi) = 7n + i + 3; 1 ≤ i ≤ n

. Dengan mudah dapat dipahami bahwa f2 adalah merupakan fungsi bijektif

yang memetakan f2 : f(G) → {7n + 4, 7n + 5, . . . , 8n + 3}. Misal WFf2
adalah

bobot total face Shackle Graf C5 untuk n ≥ 5, maka dapat diturunkan sebagai

berikut: WFf2
= wf2

+ Wf2
+ f2(fi) = 38n + 2i + 26. Apabila WFf2

diuraikan

untuk 1 ≤ i ≤ n maka diperoleh himpunan WFf2
= {38n+28, 38n+30, . . . , 40n+

26}. Terbukti bahwa Shackle Graf C5 memiliki pelabelan super (38n+28, 2)-face

antimagic total. 2

3 Teorema 0.3 Graf G = Shack(C5, e, n) memiliki pelabelan super (39n +

27, 3)-face antimagic total.

Bukti. Labeli titik Shackle Graf C5 dengan fungsi f3 yang didefinisikan sebagai

berikut:

f3(xi) = i; 1 ≤ i ≤ n + 1

f3(yi) = n + i + 1; 1 ≤ i ≤ n + 1

f3(zi) = 2n + i + 2; 1 ≤ i ≤ n

Dengan mudah dapat dipahami bahwa f3 adalah merupakan fungsi bijektif

yang memetakan f3 : V (G) → {1, 2, . . . , 3n + 2}. Misal wf3
adalah bobot sisi

super face antimagic total Shackle Graf C5 untuk n ≥ 5, maka dapat diturunkan

sebagai berikut:

wf3
= 4n + 5i + 6; 1 ≤ i ≤ n.

Labeli sisi G dengan fungsi f3 yang didefinisikan sebagai berikut:

f3(yi+1zi) = 6n + i + 3, 1 ≤ i ≤ n

f3(yizi) = 3n + i + 2, 1 ≤ i ≤ n

f3(xixi+1) = 5n + 2 + i; 1 ≤ i ≤ n,

f3(xiyi) = 7n + 4 − i; 1 ≤ i ≤ n + 1,
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Dengan mudah dapat dipahami bahwa f3 adalah merupakan fungsi bijektif

yang memetakan f3 : E(G) → {3n + 3, 3n + 4, . . . , 7n + 3}. Misal Wf3
adalah

bobot total sisi super face antimagic total Shackle Graf C5 untuk n ≥ 5, maka

dapat diturunkan sebagai berikut: Wf3
= 32n + 2i + 21; 1 ≤ i ≤ n

Labeli face Shackle Graf C5 dengan fungsi f3 yang didefinisikan sebagai

berikut:

f3(fi) = 7n + i + 3; 1 ≤ i ≤ n

. Dengan mudah dapat dipahami bahwa f3 adalah merupakan fungsi bijektif

yang memetakan f3 : f(G) → {7n + 4, 7n + 5, . . . , 8n + 3}. Misal WFf3
adalah

bobot total face Shackle Graf C5 untuk n ≥ 5, maka dapat diturunkan sebagai

berikut: WFf3
= wf3

+ Wf3
+ f3(fi) = 39n + 3i + 24. Apabila WFf3

diuraikan

untuk 1 ≤ i ≤ n maka diperoleh himpunan WFf3
= {39n+27, 39n+30, . . . , 42n+

24}. Terbukti bahwa Shackle Graf C5 memiliki pelabelan super (39n+27, 3)-face

antimagic total. 2

3 Teorema 0.4 G = Shack(C5, e, n) memiliki pelabelan super (37n+29, 4)-face

antimagic total.

Bukti. Labeli titik Shackle Graf C5 dengan fungsi f4 yang didefinisikan sebagai

berikut:

f4(xi) = i; 1 ≤ i ≤ n + 1

f4(yi) = n + i + 1; 1 ≤ i ≤ n + 1

f4(zi) = 2n + i + 2; 1 ≤ i ≤ n

Dengan mudah dapat dipahami bahwa f4 adalah merupakan fungsi bijektif

yang memetakan f4 : V (G) → {1, 2, . . . , 3n + 2}. Misal wf4
adalah bobot sisi

super face antimagic total Shackle Graf C5 untuk n ≥ 5, maka dapat diturunkan

sebagai berikut:wf4
= 4n + 5i + 6; 1 ≤ i ≤ n.

Labeli sisi G dengan fungsi f4 yang didefinisikan sebagai berikut:

f4(yi+1zi) = 6n + i + 3; 1 ≤ i ≤ n,

f4(yizi) = 4n + 2i + 2; 1 ≤ i ≤ n,

f4(xixi+1) = 3n + i + 2; 1 ≤ i ≤ n,

f4(xiyi) = 6n − 2i + 5; 1 ≤ i ≤ n + 1,

Dengan mudah dapat dipahami bahwa f4 adalah merupakan fungsi bijektif

yang memetakan f4 : E(G) → {3n + 3, 3n + 4, . . . , 7n + 3}. Misal Wf4
adalah
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bobot total sisi super face antimagic total Shackle Graf C5 untuk n ≥ 5, maka

dapat diturunkan sebagai berikut: Wf4
= 29n + 5i + 21; 1 ≤ i ≤ n. Labeli face

Shackle Graf C5 dengan fungsi f4 yang didefinisikan sebagai berikut:

f4(fi) = 8n − i + 4; 1 ≤ i ≤ n

Dengan mudah dapat dipahami bahwa f4 adalah merupakan fungsi bijektif yang

memetakan f4 : f(G) → {8n + 3, 8n + 2, . . . , 7n + 4}. Misal WFf4
adalah bobot

total face Shackle Graf C5 untuk n ≥ 5, maka dapat diturunkan sebagai berikut:

WFf4
= wf4

+ Wf4
+ f4(fi) = 37n + 4i + 25. Apabila WFf4

diuraikan untuk

1 ≤ i ≤ n maka diperoleh himpunan WFf4
= {37n+29, 37n+33, . . . , 41n+25}.

Terbukti bahwa Shackle Graf C5 memiliki pelabelan super (37n + 29, 4)-face

antimagic total. 2

3 Teorema 0.5 G = Shack(C5, e, n) memiliki pelabelan super (38n+28, 5)-face

antimagic total.

Bukti. Labeli titik Shackle Graf C5 dengan fungsi f5 yang didefinisikan sebagai

berikut:

f5(xi) = i; 1 ≤ i ≤ n + 1

f5(yi) = n + i + 1; 1 ≤ i ≤ n + 1

f5(zi) = 2n + i + 2; 1 ≤ i ≤ n

Dengan mudah dapat dipahami bahwa f5 adalah merupakan fungsi bijektif

yang memetakan f5 : V (G) → {1, 2, . . . , 3n + 2}. Misal wf5
adalah bobot sisi

super face antimagic total Shackle Graf C5 untuk n ≥ 5, maka dapat diturunkan

sebagai berikut:wf5
= 4n + 5i + 6; 1 ≤ i ≤ n.

Labeli sisi G dengan fungsi f5 yang didefinisikan sebagai berikut:

f5(yi+1zi) = 4n − i + 2; 1 ≤ i ≤ n,

f5(yizi) = 4n − i + 3; 1 ≤ i ≤ n,

f5(xixi+1) = 5n + 2 + i; 1 ≤ i ≤ n,

f5(xiyi) = 7n + 4 − i; 1 ≤ i ≤ n + 1,

Dengan mudah dapat dipahami bahwa f5 adalah merupakan fungsi bijektif

yang memetakan f5 : E(G) → {3n + 3, 3n + 4, . . . , 7n + 3}. Misal Wf5
adalah

bobot total sisi super face antimagic total Shackle Graf C5 untuk n ≥ 5, maka
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dapat diturunkan sebagai berikut: Wf5
= 31n + 4i + 20; 1 ≤ i ≤ n. Labeli face

Shackle Graf C5 dengan fungsi f5 yang didefinisikan sebagai berikut:

f5(fi) = 7n + i + 3; 1 ≤ i ≤ n

Dengan mudah dapat dipahami bahwa f5 adalah merupakan fungsi bijektif yang

memetakan f5 : f(G) → {7n + 4, 7n + 5, . . . , 8n + 3}. Misal WFf5
adalah bobot

total face Shackle Graf C5 untuk n ≥ 5, maka dapat diturunkan sebagai berikut:

WFf5
= wf5

+ Wf5
+ f5(fi) = 38n + 5i + 23. Apabila WFf5

diuraikan untuk

1 ≤ i ≤ n maka diperoleh himpunan WFf3
= {38n+28, 38n+33, . . . , 43n+23}.

Terbukti bahwa Shackle Graf C5 memiliki pelabelan super (38n + 28, 5)-face

antimagic total. 2

Kesimpulan

Berdasarkan hasil penelitian di atas, maka kita dapat menyimpulkan bahwa ter-

dapat pelabelan super d-face antimagic total labeling dengan tipe (1, 1, 1) untuk

beberapa d berikut:

• Shackle dari graf C5 memiliki pelabelan super (40n + 26, 1)-face antimagic

total.

• Shackle dari graf C5 memiliki pelabelan super (38n + 28, 2)-face antimagic

total.

• Shackle dari graf C5 memiliki pelabelan super (39n + 27, 3)-face antimagic

total.

• Shackle dari graf C5 memiliki pelabelan super (37n + 29, 4)-face antimagic

total.

• Shackle dari graf C5 memiliki pelabelan super (38n + 28, 5)-face antimagic

total.

Namun demikian untuk d lainnya dengan batas atas d ≤ 36, peneliti belum

menemukannya. Oleh karena itu diajukan masalah terbuka berikut:

Open Problem 1 Tentukan apakah graf shackle dari C5 memiliki super (a, d)-

face antimagic total labeling selain d ∈ {1, 2, 3, 4, 5} untuk d ≤ 36.
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