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Abstract

Dominating set merupakan himpunan titik yang mendominasi titik-titik
yang bertetangga dan seminimal mungkin. Himpunan D C V(G) adalah
dominating set dari titik jika setiap titik di V(G) bertetangga dengan se-
buah titik di D. Domination number v(G) adalah kardinalitas terkecil dari
sebuah dominating set. Nilai dari domination number selalu v(G) C V(G).
Penelitian ini mengembangkan dominating set pada beberapa graf khusus
diantaranya adalah graf Shackel (S,,,n), graf C,, ® (P4 + K1), graf join
Cp + P,, graf Lobster L; ; 1, dan graf Triangular Ladder L,. Hasil dari
penelitian ini adalah beberapa teorema yang menyatakan kardinalitas min-
imal dominating set.
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Pendahuluan

Sejarah dominating set dimulai pada tahun 1850 di Eropa. Untuk menyele-
saikan masalah pada papan catur 8 x 8 diperlukan minimal berapa Queen agar
semua posisi dapat diserang langsung oleh Queen. Secara matematis dipelajari
sejak tahun 1960 yang kemudian berkembang pada aplikasi seperti komunikasi,
jaringan komputer, teori jaringan sosial, pemasangan kamera pengawas, dan
penempatan pos pantau.

Dominating set merupakan subset D C V dari titik di G sedemikian hingga
untuk semua titik v € V', salah satu dari v € D atau sebuah tetangga u dari v
ada di D. Domination number dinotasikan v(G) adalah kardinalitas minimum
dari sebuah dominating set. Nilai dari domination number selalu v(G) C V(Q)
[6].

Penelitian terkait dominating set berkembang cukup pesat [7] [1][9][10][11].
Dalam penelitian ini mengembangkan dominating set pada beberapa graf khusus
dan operasinya diantaranya adalah graf Shackel (S,,,n), graf C,, ® (Py + K1),
graf join C), + P,, graf Lobster L; ;;, dan graf Triangular Ladder L,.

Teorema yang Digunakan

Teorema terkait batas atas dan bawah dari domination number

Theorem 1 [6] Untuk sebarang graf G,
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[2] <G) <p—A(G)

Bukti. Misalkan S adalah sebuah dominating set dari G. Pertama, kita
andaikan batas bawah. Setiap titik dapat sebagai dominating set dan A(G) ke
titik yang lain. Berakibat, v(G) > fﬁ@] Untuk batas atasnya, misalkan
v adalah titik dengan degree maksimum A(G). Maka v sebagai dominating set
Nv] dan titik di V' — N[v] merupakan dominating set mereka sendiri. Berakibat,
V — N[v] merupakan dominating set dengan kardinalitas n — A(G), sehingga
1G) <n - AG).

Hasil Penelitian dan Pembahasan

Pada bagian ini, peneliti mengembangkan dominating set yang berjarak satu
pada graf khusus meliputi graf Shackel (S,,,n), graf C,, ® (P, + K1), graf join
Cy, + Py, graf Lobster L; j, dan graf Triangular Ladder L,,.

& Teorema 1 Misal G adalah graf Shackel(Sy,,n) yang dinotasikan dengan
Shackel (Sp,n) untuk n > 2 dan m > 3. Maka bilangan dominasinya adalah
v (Shackel(Sp,n)) = n.

Bukti. Graf Shackel(S,,,n) adalah graf dengan himpunan titik V =
{231 < i < npU{z;1 <i<n+1}U{z;;51 <i<nl<j<m-—2}
dan himpunan sisi £ = {zjz;Uz;izi41;1 <i <n}pU{zz; 51 <i<n,1 <j<m}
serta p = |V| = mn+n—1, ¢ = |E| = mn, dan A = m. Pilih titik yang
menjadi dominating set D = {z;;1 < i < n}, maka dengan mudah dapat dilihat
bahwa D adjacent dengan semua elemen V' \ D. Kardinalitas |D| = n sehingga
7v(Shackel(Sp,,n)) = n. Berdasarkan teorema 1 dinyatakan bahwa [{x] <7 <
p — A, untuk nilai p dan A diperoleh batas atas dan bawah domination number
yaitu (M1 <y <m(n—1)+n—1. Maka y(Shackel(S,,,n)) berada dalam

m~+1
interval batas dominating number yaitu (%1 <y<mn—-1)+n—-1. 0

& Teorema 2 Misal G adalah graf C, ® (Py + K1), untuk n > 3 memiliki
domination number v(C,, ® (Py + K1)) = n.

Bukti. Graf C,, ® (Py + K1) adalah graf dengan himpunan titik V(C, ®
(Py+ K1) ={zi;1 <i<n}U{x;;;1 <i<n,1<j <5} dan himpunan sisi
E(Cy ® (P14 K1) = {z1%p, 2imi41;1 < i < n — 1} U{zr; ;51 <i < n,1 <
J <5 U{wjxi 41, w1 <0 <n, 1 < j <b5U{wai3, 25125451 <@ < n}
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serta p = |V| = 6n, ¢ = |E| = 9n, dan A(C,, ® (P4 + K1)) = 5. Pilih titik yang
menjadi dominating set D = {z;1;1 < i < n}, maka dengan mudah dapat dilihat

bahwa D adjacent dengan semua elemen V' \ D. Kardinalitas |D| = n sehingga

— . )
Y(Pr+ K1) =n. Berdfarkan teorema 1 dinyatakan bahwa (_1+A(Cn®(P4+?1))1 <
v <p—A(C,®(Ps+K;)), untuk nilai p dan A(C,, ® (Py+ K1)) diperoleh batas
atas dan bawah domination number yaitu [n] < v(C,, ® (Py + K1)) < 6n — 5.
Maka (P + K1) berada dalam interval batas dominating number yaitu [n] <

Y(C, ® (Py + K1)) < 6n— 5. O

& Teorema 3 Misal G adalah graf Join C,, + P, untuk n > 3 memiliki domi-
nation number y(Cn + P,) = [5].

Bukti. Graf Join C),+ P, adalah graf dengan himpunan titik V/(C,,+P,) =
{#i,y;31 < i < §} dan himpunan sisi E(Cy, + P,) = {z1yn} U {zizi31,1 <
i <n—-1}U{zy;l <i <njl <5 < npUA{yyip;l <4 < n— 1} serta
p=|V|=2n,q=|E| =n?+2n—1, dan A(C, + P,) = n+ 2. Pilih titik
yang menjadi dominating set D = {x3;_2;1 < i < [§]}, maka dengan mudah
dapat dilihat bahwa D adjacent dengan semua elemen V' \ D. Kardinalitas
|D| = [§] sehingga v(Cp, +P,) = [§]. Berdasarkan teorema 1 dinyatakan bahwa
[Ta gy | £ (Ca+ o) < p— A(Cy + By, untuk nilai p dan A(Cy, + F)
diperoleh batas atas dan bawah domination number yaitu (f—fﬂ <H(Ch+Py) <
n — 2. Maka v(C,, + P,) berada dalam interval batas dominating number yaitu
[251 < y(Cn + Py) <n—2. O

<& Teorema 4 Misal G adalah graf Lobster L; ;i, untuk n > 2 memiliki domi-

nation number y(L; j i) = 2n.

Bukti. Graf Lobster L; ; adalah graf dengan himpunan titik V' (L; ;1) =
{r; Uz j Ui jpl <i<n,2<5<p,1<k< 1} dan himpunan sisi E(L; 1) =
{riziz1;1 <i <n -1y U{awj U joijml <i<n1<j<pl<k<I1}
serta p = |V| = 6n, ¢ = |E| = 5n — 1, dan A(L; ;) = 4. Pilih titik yang
menjadi dominating set D = {z; 1 Ux;2;1 < i < n}, maka dengan mudah dapat
dilihat bahwa D adjacent dengan semua elemen V' \ D. Kardinalitas |D| = 2n
Y(Lijk) < p— A(Ljjk), untuk nilai p dan A(L; ;) diperoleh batas atas dan
bawah domination number yaitu [%] < ~(L;jx) < 6n — 3. Maka v(L; )

sehingga v(L; j ;) =. Berdasarkan teorema 1 dinyatakan bahwa [m] <
7,

berada dalam interval batas dominating number yaitu (%"] <A(Li ;) <6n—3.



Agustina M, et.al: Graf-Graf Khusus dan Bilangan Dominasinya 546

Maka v(Lj j k) O

& Teorema 5 Misal G adalah graf Triangular Ladder L,, memiliki domination
number
[

/7(Ln) = { L

Bukti. Graf Triangular Ladder L,, adalah graf dengan himpunan titik V(L,) =
{ui,v;;1 < i < n} dan himpunan sisi E(L,) = {uu;r1, 004151 <i<n—1}U
{ujvi;1 <i < n}sertap = |V|=2n, q=|E|=4n— 3, dan A(L,,) = 4. Pilih
titik yang menjadi dominating set D = {yg—2 Ux4j;1 < i < [§],1 <5 < [§]}

1, untuk n =3 dan n = 2k dimana k > 2
|, untuk n =2k + 1 dimana k > 2

[SISENT

untuk n = 3 dan n = 2k dimana k£ > 2 maka dengan mudah dapat dilihat
bahwa D adjacent dengan semua elemen V'\ D, kardinalitas [D| = [5] sehingga
v(Lyn) = [§], untuk n = 3 dan n = 2k dimana k > 2. Sedangkan untuk n yang
lainnya, pilih titik yang menjadi dominating set D = {y2, x2142;1 < i < [§]},
maka dengan mudah dapat dilihat bahwa D adjacent dengan semua elemen V'\ D,
kardinalitas |D| = [ %] sehingga v(L,) = | %], untuk n = 2k + 1 dimana & > 2.
Berdasarkan teorema 1 dinyatakan bahwa [mw < A(Lp) < p—A(Ly),
disubtitusikan nilai p dan A(L,) diperoleh batas atas dan bawah domination
number yaitu [2] < y(L,) < 2n — 4. Maka v(L,) berada dalam interval batas

dominating number. O

Kesimpulan

Pada penelitian ini difokuskan pada domination number v(G) berjarak satu pada
beberapa graf khusus dan operasinya. Berdasarkan hasil penelitian diatas, maka

kita dapat menyimpulkan bahwa:

e Untuk graf Shackel(S,,,n) dengan n > 2 dan m > 3, didapatkan domina-
tion number ~ (Shack (Sp,,n)) = n.

e Untuk graf C,, ® (Py + k1) dengan n > 3, didapatkan domination number
’Y(Cn © (P4 + El)) =n.

e Untuk graf Join C,, + P, dengan n > 3, didapatkan domination number
Y(Cn + Pn) = 3]
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e Untuk graf Lobster L; ;) dengan n > 2, didapatkan domination number

Y(Lijk) = 2n

e Untuk graf Triangular Ladder L,,, didapatkan domination number

(L) = (%], untuk n =3 dan n = 2k dimana k > 2
T = 5], untuk n =2k +1 dimana k > 2
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