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Abstract

Misalkan terdapat graf G = (V, E). Suatu pemetaan bijeksi g dari V (G) ∪
E(G) ke {1,2,...,|V (G)|+|E(G)|} dikatakan pelabelan total (a, d)−sisi an-
timagic di G, jika himpunan bobot sisi W (x, y) = {w(xy)|w(xy) = g(x) +
g(y) + g(xy)}, ∀ xy ∈ E(G) dapat dinyatakan sebagai barisan aritmatika
dengan suku awal a dan beda d. Pelabelan total (a, d)-sisi antimagic dikata-
kan pelabelan total (a, d)-sisi antimagic super jika g(V (G)) = {1, 2, ..., |V (G)|}.
Pada makalah ini akan dikaji kembali tentang pelabelan total (a, d)- sisi an-
timagic pada graf semi parasut SP2n−1 dengan n ≥ 2.
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Pendahuluan

Graf adalah salah salah kajian dalam matematika diskrit. Graf digunakan untuk

merepresentasikan objek-objek diskrit dan hubungan antara objek-objek diskrit

tersebut. Pelabelan graf merupakan suatu topik dalam teori graf. Objek ka-

jiannya berupa graf yang secara umum direpresentasikan oleh titik dan sisi serta

himpunan bagian bilangan asli yang disebut label [5]. Secara umum, pelabelan

adalah pemetaan satu-satu (bijektif) yang memetakan unsur himpunan titik dan

atau unsur himpunan sisi ke bilangan asli yang disebut label, sehingga semua

elemen pada graf dinomori dengan bilangan bulat positiv yang berbeda. Jika do-

main dari pemetaan adalah titik maka pelabelan disebut pelabelan titik (vertex

labeling), jika domain adalah sisi maka disebut pelabelan sisi (edge labeling)

dan jika domainnya adalah titik dan sisi maka disebut pelabelan total (total

labeling)[11][8]. Terdapat berbagai jenis tipe pelabelan dalam graf, salah sat-

unya adalah pelabelan total super(a, d)-sisi antimagic (SEATL), dimana a bobot

sisi terkecil dan d nilai beda. Jika dijumlahkan dua titik dengan label sisinya

menghasilkan suatu bobot yang sama disebut graf dengan pelabelan magic dan

jika berbeda maka disebut antimagic dengan semua bobot membentuk bilangan

aritmatika {a, a + d, a + (q − 1)d} [6][9].

Beberapa penelitian sejenis yang telah dipublikasikan antara lain dite-

mukan oleh Dafik [1], [2], [3], [4].
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Pada makalah ini penulis mengkaji kembali tentang pelabelan total (a, d)-

sisi antimagic pada graf semi parasut SP2n−1 dengan n ≥ 2.

Pelabelan Total Super (a, d)-Sisi Antimagic

Sebuah pelabelan disebut pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic jika f(V ) =

{1, 2, 3, , . . . , p} dan f(E) = {p + 1, p + 2, ..., p + q} merupakan himpunan

titik dan himpunan label sisi yang apabila dijumlahkan dua titik dengan label

sisinya menghasilkan suatu bobot W dengan nilai terkecil a dan beda d. Sehingga

pada semua sisi graf G himpunan bobotnya adalah W = w(xy) | xy ∈ E(G) =

{a, a + d, a + 2d, ..., a + (q − 1)d}. Dikatakan super apabila pelabelan terkecilnya

terdapat pada semua titiknya [7][10][12].

Lemma 1 Jika sebuah graf (p, q) adalah pelabelan total super (a, d)-sisi an-

timagic maka d ≤ 2p+q−5

q−1

Bukti: f(V ) = {1, 2, 3, ..., p} dan f(E) = {p + 1, p + 2, p + 3, ..., p + q}.

Misalkan graf (p, q) adalah pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic dengan

pemetaan f : V (G)
⋃

E(G) −→ {1, 2, 3..., p + q}. Nilai minimum yang mungkin

dari bobot sisi terkecil w(u) + w(uv) + w(v) = 1 + (p + 1) + 2 = p + 4 dan dapat

ditulis p + 4 ≤ a. Sedangkan pada sisi yang lain, nilai maksimum yang mungkin

dari bobot sisi terbesar diperoleh dari jumlah 2 label titik terbesar dan label sisi

terbesar atau dapat ditulis (p − 1) + (p + q) + p = 3p + q − 1. Akibatnya:

a + (q − 1)d ≤ 3p + q − 1

d ≤
3p + q − 1 − (p + 4)

q − 1

d ≤
2p + q − 5

q − 1

Dari Lemma 1 telah terbukti dan diperoleh nilai d ≤ 2p+q−5

q−1
dari berbagai jenis

atau famili graf [13]. 2

Pelabelan Total Super (a, d)-Sisi Antimagic pada Graf

Semi Parasut SP2n−1

Graf semi parasut dinotasikan SP2n−1 adalah sebuah graf yang memiliki him-

punan vertex, V = {xi, yj, z; 1 ≤ i ≤ n; 1 ≤ j ≤ n − 1} dan himpunan edge,

E = {zxi; 1 ≤ i ≤ n} ∪ {x1xn} ∪ {xiyi; 1 ≤ i ≤ n − 1} ∪ {yixi+1; 1 ≤ i ≤ n − 1}.
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Berikutnya akan ditunjukkan bahwa graf semi parasut mempunyai pela-

belan total super (a, d)-sisi antimagic dengan batasan d ∈ {0, 1, 2} berdasarkan

Lemma 1.

d ≤
2p + q − 5

q − 1

=
2(2n) + (3n − 1) − 5

(3n − 1) − 1

=
4n + 3n − 6

3n − 2

=
7n − 6

3n − 2

= 2 +
n − 2

3n − 2

Karena pelabelan selalu menggunakan bilangan bulat positif maka nilai

d ≥ 0 dan d adalah bilangan bulat, sehingga d ∈ {0, 1, 2}.

3 Lemma 1 Ada pelabelan (3, 1)-sisi antimagic titik pada graf semi parasut

SP2n−1 untuk n ≥ 2.

Bukti. Labeli titik graf semi parasut SP2n−1 untuk n ≥ 2 dengan fungsi

bijektif α1 yang didefinisikan sebagai α1 : V (SP2n−1) → {1, 2, . . . , 3n− 1}, maka

pelabelan α1 dapat dituliskan sebagai berikut:

α1(z) = 1

α1(xi) = i + 1, 1 ≤ i ≤ n

α1(yi) = n + i + 1, 1 ≤ i ≤ n − 1

Pelabelan titik diatas adalah fungsi bijektif dari α1 V (G) → {1, 2, . . . , 2n}.

Misal bobot sisi SP2n−1 berdasarkan α1 adalah wα1
, dimana bobot sisi pelabelan

titik diperoleh dari penjumlahan 2 buah label titik yang bersisian, maka wα1

dapat didefinisikan sebagai berikut:

wα1
(zxi) = i + 2, 1 ≤ i ≤ n

wα1
(x1xn) = n + 3

wα1
(xiyi) = n + 2i + 2, 1 ≤ i ≤ n − 1

wα1
(yixi+1) = n + 2i + 3, 1 ≤ i ≤ n − 1

Berdasarkan bobot sisi pada pelabelan titik sisi antimagic, bobot sisi terke-

cil terletak pada wα1
(zxi) yaitu i+2 untuk i = 1. Sedangkan bobot sisi terbesar

terletak pada wα1
(yixi+1) yaitu n + 2i + 3 untuk i = n − 1. Dengan mensubsi-

tusikan fungsi yang bergerak 1 ≤ i ≤ n maka didapatkan nilai-nilai berurutan
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yang akan membentuk himpunan
⋃

4

k=1
wα1

= {3, 4, 5, . . . , 3n + 1} . Sehingga,

terbukti bahwa graf semi parasut SP2n−1 untuk n ≥ 2 memiliki pelabelan titik

(3, 1)-sisi antimagic. 2

Berdasarkan Lemma 1 maka diperoleh pelabelan titik (3, 1)-sisi antimagic,

selanjutnya akan disajikan pelabelan total super sisi antimagic dengan nilai awal

a dan nilai beda d = 0 atau ditulis sebagai pelabelan total super (a, 0)-sisi

antimagic.

3 Teorema 1 Ada pelabelan super (5n + 2, 0)-sisi antimagic total graf semi

parasut SP2n−1 untuk n ≥ 2.

Bukti. Labeli titik graf semi parasut SP2n−1 untuk n ≥ 2 dengan fungsi

bijektif α2 = α1, kemudian labeli sisinya sedemikian hingga label sisi α2 untuk

pelabelan total super (a, 0)-sisi antimagic pada graf SP2n−1 dapat dirumuskan

sebagai berikut:

α2(yixi+1) = 4n − 2i − 1, 1 ≤ i ≤ n − 1

α2(xiyi) = 4n − 2i, 1 ≤ i ≤ n − 1

α2(x1xn) = 4n − 1

α2(zxi) = 5n − i, 1 ≤ i ≤ n

Dengan mudah dapat dilihat bahwa pelabelan titik diatas adalah fungsi

bijektif dari f1 V (G)∪E(G) → {1, 2, . . . , 5n−1}. Misal bobot total didefinisikan

sebagai Wα2
, maka berdasarkan penjumlahan bobot sisi wα1

yang terdapat pada

lemma 1 dengan label sisi α2 yang bersesuaian maka diperoleh Wα2
sebagai

berikut:
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W 1
α2

(yixi+1) = {wα1
+ α2(yixi+1)}

= (n + 2i + 3) + (4n − 2i − 1)

= 5n + 2

W 2
α2

(xiyi) = {wα1
+ α2(xiyi)}

= (n + 2i + 2) + (4n − 2i)

= 5n + 2

W 3
α2

(x1xn) = {wα1
+ α2(x1xn)}

= (n + 3) + (4n − 1)

= 5n + 2

W 4
α2

(zxi) = {wα1
+ α2(zxi)}

= (i + 2) + (5n − i)

= 5n + 2

Berdasarkan hasil diatas, dapat dilihat bahwa
⋃

4

k=1
W k

α2
= {5n + 2, 5n +

2, . . . , 5n+2}. Sehingga terbukti bahwa graf semi parasut SP2n−1 dengan n ≥ 2

mempunyai pelabelan total super(a, d)-sisi antimagic dengan a = 5n + 2 dan

d = 0. Bilangan 1, 2, . . . , 4 pada W 1
α2

,W 2
α2

, . . . ,W 4
α2

bukan merupakan pangkat,

melainkan bilangan tersebut hanya merupakan kode pembeda bobot sisi Wα2

untuk tiap sisi yang berlainan. 2

3 Teorema 2 Ada pelabelan super (2n+4, 2)-sisi antimagic total pada graf semi

parasut SP2n−1 untuk n ≥ 2.

Bukti. Labeli titik graf semi parasut SP2n−1 dengan fungsi bijektif α3 =

α1, kemudian definisikan label sisi α3 untuk pelabelan total super (a, 2)-sisi an-

timagic sebagai berikut:

α3(zxi) = 2n + i, 1 ≤ i ≤ n

α3(x1xn) = 3n + 1

α3(xiyi) = 3n + 2i, 1 ≤ i ≤ n − 1

α3(yixi+1) = 3n + 2i + 1, 1 ≤ i ≤ n − 1

Jika Wα3
didefinisikan sebagai bobot total, maka berdasarkan penjumlahan

bobot sisi wα1
yang terdapat pada lemma 1 dengan label sisi α3 yang bersesuaian

diperoleh Wα3
untuk nilai d = 2 dengan syarat batas i, sehingga diperoleh Wα3

sebagai berikut:
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W 1
α3

(zxi) = {wα1
+ α3(zxi)}

= (i + 2) + (2n + i)

= 2n + 2i + 2

W 2
α3

(x1xn) = {wα1
+ α3(x1xn)}

= (n + 3) + (3n + 1)

= 4n + 4

W 3
α3

(xiyi) = {wα1
(xiyi) + α3(xiyi)}

= (n + 2i + 2) + (3n + 2i)

= 4n + 4i + 2

W 4
α3

(yixi+1) = {wα1
+ α3(yixi+1)}

= (n + 2i + 3) + (3n + 2i + 1)

= 4n + 4i + 4

Berdasarkan himpunan bobot sisi Wα3
, dapat dilihat bahwa bobot sisi

terkecil terdefinisikan oleh W 1
α3

(zxi) untuk i = 1 dengan nilai 2n + 4 dan bobot

sisi terbesar terdefinisikan oleh W 4
α3

(yixi+1) dengan nilai 8n untuk i = n − 1.

Sehingga kita dapat menentukan bobot sisi terbesar dengan mensubstitusikan

nilai awal a = 2n + 4 dimana i=1 dan nilai b = 2 ke persamaan Un = a + (n −

1)b = 2n + 4 + (3n − 1 − 1)2, didapatkan Un = 8n. Terlihat bobot sisi terbesar

terletak pada W 4
α3

(yixi+1) = 8n untuk i = n − 1. Dan didapatkan himpunan
⋃

4

r=1
W r

α3
= {2n+4, 2n+6, . . . , 8n}. Dapat dinyatakan bahwa Wα3

membentuk

barisan aritmatika dengan suku awal 2n + 4 dan beda 2. Sehingga terbukti

bahwa graf semi parasut SP2n−1 mempunyai Pelabelan Total Super (2n + 4, 2)-

Sisi Antimagic. 2

Kesimpulan

Pada penelitian ini ditunjukkan bahwa graf semi parasut SP2n−1 dengan n ≥

2 mempunyai pelabelan (3, 1)-sisi antimagic titik serta pelabelan super (a, d)-

sisi antimagic total yaitu pelabelan super (5n + 2, 0)-sisi antimagic total dan

pelabelan super (2n + 4, 2)-sisi antimagic total.
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