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Abstract

Diberikan G graf sederhana, terhubung dan tidak berarah. G(V, E) memi-
liki selimut-H jika setiap sisi pada E bagian dari subgraf G' yang isomorphic
dengan H. Total selimut (a,d)-H-antimagic adalah pelabelan total A dari
V(G)UE(G) ke bilangan bulat {1,2, 3, ..., |V(G)UE(G)|}, untuk setiap sub-
graf H dari G yang isomorfik dengan H dimana > H = ZUGV(H) Alv) +
>_ecp(m) Me) merupakan barisan aritmatika. Jika {A(v)}vev = {1,...,[V[},

maka graf disebut graf super H- antimagic. Pada makalah ini, kita mengkaji
mengenai super (a,d)-(Bts + 2¢)- antimagic total selimut pada shackle graf
triangular book dinotasikan dengan SBt,,.

Key Words : Super (a,d)-H-antimagic total selimut, Shackle graf trian-
gular book.

Pendahuluan

Pelabelan graf pertama kali diperkenalkan oleh Rosa di tahun 1967 [1].
Suatu pelabelan adalah pemetaan satu-satu yang memetakan himpunan dari
elemen-elemen graf pada bilangan bulat non-negatif yang disebut label. Berdasar-
kan elemen-elemen yang dilabeli, pelabelan dibagi menjadi 3 jenis, yaitu pela-
belan titik, pelabelan sisi, dan pelabelan total [2]. Kemudian pelabelan berkem-
bang menjadi pelabelan graceful, pelabelan ajaib, pelabelan anti ajaib (anti
magic) dan lain-lain. Salah satu jenis pelabelan yang banyak diteliti adalah
ajaib dan anti ajaib. Pelabelan ajaib pertama kali diperkenalkan oleh Kotzig
dan Rosa sebagai M-(valuation) pada tahun 1970 [8]. Selanjutnya Simanjutak
dkk. (2000) memperkenalkan pelabelan total (a, d)-sisi anti ajaib. Berbagai kelas
graf telah ditunjukkan memiliki pelabelan total (a, d)-sisi anti ajaib, diantaranya
lintasan dan lingkaran. Lebih detail lihat [10].

Pelabelan total ajaib kemudian dikembangkan menjadi pelabelan selimut
ajaib yang pertama kali diperkenalkan oleh Gutiérrez dan Lladé pada tahun 2005.
Suatu graf G = (V(G), E(G)) dikatakan memiliki pelabelan selimut H-ajaib jika
setiap garis pada F(G) termuat dalam subgraf H' dari G yang isomorfik dengan
H. Dalam hal ini H merupakan subgraf dari G. Lihat [4]. Oleh Inayah dkk

kemudian dikembangkan suatu pelabelan selimut H-anti ajaib, dengan penje-
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lasan bahwa suatu pelabelan selimut H-anti ajaib pada graf G adalah sebuah
fungsi bijektif sehingga terdapat jumlahan yang merupakan deret aritmatika
a,a+d,a+2d,...,a+ (t — 1)d. Lebih detail lihat [5]

Hasil- hasil pelabelan super ((a,d))-H-antimagic covering yang sudah dite-
mukan diantaranya adalah lihat [6] dan [7], Oleh karena itu, penelitian ini
mengembangkan pelabelan super ((a,d))-H-antimagic covering pada shakle graf
triangular book, dimana H = BlUs + €]. Graf triangular book yang dinotasikan
dengan Bt, merupakan famili dari graf Komplete Tripartit, yaitu K 1 ,, untuk
Lebih detail lihat [3].

Kardinalitas Graf Shackle Triangular Book

Misalkan k adalah bilangan bulat positif. Maryati dkk (2010) mendefin-
isikan graf shackle dinotasikan dengan shack(G1,Go,...,Gy), sebagai sebuah
graf yang dibentuk dari k graf tak terhubung tak trivial G1,Go, ..., G} sehingga
untuk setiap s,t € [1,k] dengan | s,t |> 2 berlaku G5 dan G; tidak mempunyai
titik yang sama, dan untuk setiap ¢ € [1,k — 1], G; dan G;41 mempunyai tepat
satu titik yang sama, disebut titik penghubung, dan k — 1 titik penghubung itu
semua berbeda. Lebih detail lihat [9]. Berdasarkan definisi, shackle graf trian-
gular book adalah graf SBt, dengan himpunan titik V' = {z;,y;,2;,pj;1 < i <
n;1 < j <n+ 1} dan himpunan sisi £ = {p;z;;1 <i <n+ 1} U {piy; U piz; U
PiPi1 U Piy12i U Dig1yi U pip1 s U 232541 51 < i <n}.

Berdasarkan himpunan titik dan sisi dari graf shackle triangular book den-
gan n yang berbeda, didapatkan rumusan jumlah titik pada shackle graf trian-
gular book SBt, adalah pg = 4n + 2. Sedangkan jumlah sisi pada shackle graf
triangular book S Bt,, adalah q¢ = 8n+ 1. Selain itu, terdapat jumlah titik yang
merupakan selimut dari shackle graf triangular book adalah py = 6 dan jumlah
sisi pada selimut dari shackle graf triangular book adalah ¢z = 9 serta jumlah
selimut pada shackle graf triangular book yang akan diteliti oleh peneliti adalah
sejumlah n.

Batas atas d shackle graf triangular book SBt,, dapat ditentukan dengan

membuktikan lemma berikut:

Lemma 1 Jika sebuah graf G (V, E) adalah pelabelan super (a,d)-H antimagic

(pc—pH)PH+(96—9H)qH
s—1

total covering maka d < untuk s = |H;|, pc = V|, q¢ =

|E|’ bH = |V/|: qH = |E,|

Bukti. f(V) = {172737 "7pG} dan f(E) = {pG + 17pG + 27pG + 27 - PG + qG}
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Misalkan graf (pg,qc) mempunyai pelabelan super (a,d)-H antimagic total cov-

ering dengan fungsi total f(VUE) = {1,2,3,4,5,6, ..., pg + g5} maka himpunan
bobot selimut sebuah graf adalah {a,a+d,a+2d,...,a(s—1)d} dimana a meru-

pakan bobot selimut terkecil maka berlaku:

14+2+...4+py+(pe+1)+pg+2)+...+ (pc +qu)

%(1 +pH) + qupe + q7H(1 +qu)

2 2
PH | Pir u | di
2+2+QHPG+2+2

Sedangkan untuk nilai terbesar berlaku:

IN

IN

a+(s—=1)d < pec+pc—1+pc—2+..+@pc— (pa—1)+ (pc+qc)
+(pc +9c —1) + (pc + 96 — 2) + ... + (pc + 9¢ — (qu — 1))

2

(1+ (¢ — 1))

pr —1 qu — 1
5 (pu) + qupc + qupra —

PH
= pHDG — (1+ (pg — 1)) + qupc + qupa

qa —1
2

= PHDPG —

— 1 qH — 1
(pH) + qupc + PG —
— 1 qH — 1
5 (pH) + qupC + qHPG —

(s—1)d < pupc— b

b
PHPG —

2

2
PH | PH 91 | 9u
(2+2+qu@+2+2)

IN

2 2
p PH q qH PH p

= pupc — 2+ o +aupe — 2+ - — ( =
2 2 2 2

= pHpG+QHQG—p%{—Q%J

= pHpG—p%I+QHQG—Q12q

= (pc —pu)pa + (9 — qu)qn
(pa — pa)ra + (96 — qm)an

(s—1)

(pa—rr)pa+(ac—an)

91 5ika,

Dari persamaan diatas terbukti bahwa batas atas d <

s—1

graf G memiliki pelabelan super (a,d)-H-antimagic total selimut dari berbagai

famili graf.
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Sehingga batas atas d untuk penelitian ini adalah :

(rac — pr)rE + (96 — qu)an

d <
- s—1
< (An+2—-6)6+ (8n+1—-19)9
- n—1
< (4n —4)6 + (8n —7)9
- n—1
96n — 96
< - ="
- n—1
< 96

Hasil Penelitian

Hasil dari penelitian ini didapatkan beberapa teorema mengenai graf pada

shackle graf triangular book.

& Teorema 1 Ada pelabelan super (36n + 84,96)-(Bts + 2¢)-antimagic total
selimut pada shackle graf triangular book SBt, untuk n > 2.

Bukti. Labeli titik shackle graf triangular book SBt, dengan fungsi bi-
jektif oy yang definisikan sebagai pelabelan «; : V(SBt,) — {1,2,...,4n + 2}
dengan label sebagai berikut:

ar(x;) = 4di,untuk 1 <i<n

a1(y;)) = 4i—lyuntuk 1 <i<n
ai(z;)) = 4i—2,untuk 1 <i<n+1
ai(pj)) = 4i—3,untuk 1 <i<n+1

Untuk pelabelan titik pada a; adalah fungsi bijektif yang memetakan SBt,, ke
himpunan bilangan bulat {1,2,...,4n+2}. Jika w,, didefinisikan sebagai bobot
selimut dari pelabelan total selimut pada shackle graf triangular book dimana
bobot selimut tersebut diperoleh dari penjumlahan beberapa buah label titik
dari ‘H = Bts + 2e yang menjadi covering pada shackle graf triangular book,
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maka fungsi bijektif w,, dapat ditentukan sebagai berikut:
Wo, = o1(pi)+a1(zi) +ar(yi) + o1(zi) + ar1(piv1) + 1 (zit1)

= (4i—3)+ i)+ (di—1)+ (4i—2)+ (4G +1) —3) + (46 + 1) — 2),
jika 1<i<n}

= 241 -3

Labeli sisi shackle graf triangular book S Bt, dengan fungsi bijektif f yang defin-
isikan sebagai pelabelan f : F(SBt,) — {4n+3,4n+4,...,8n + 1} maka pela-
belan f dapat dituliskan sebagai berikut:

f(pizi) = 4n+8i—5,untukl <i<n-+1,

fpiyi) = 4n+8i—4,untukl <i <mn,

f(piz;) = 4n+8i— 3,untukl <i<n,
fpipiv1) = 4n+ 8 —2,untukl <i < n,
fpiz12zi) = 4n+8i — 1,untukl < i <n,
fPix1ys) = 4n+ 8i,untukl <7 <n,
f(piy175) = 4n+8i+1,untukl <i <mn,
flxiziy1) = 4n+ 8i+ 2,untukl < i <n,

Jika W, didefinisikan sebagai bobot covering total selimut pada shakle graf tri-
angular book berdasarkan penjumlahan bobot selimut dengan label sisinya maka
W,, dapat diperoleh dengan merumuskan jumlah bobot selimut w,, dan rumus
label sisi f dengan syarat batas ¢ yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan

sebagai berikut:

Wa, = way + f(pizi) + f(piys) + f(piws) + f(pipiv1) + f(Piva12i) +
Fiv1yi) + f(pigaxs) + f(rizig1) + f(pizi); jika 1 <i<n
= 36m 4+ 967 — 12

Dengan demikian W,, = {36n + 84,36n + 180,...,132n — 12}. Karena U, =
a+ (n—1)b = 36n+ 84+ (n—1)96 = 132n — 12 maka terbuktilah bahwa
ada pelabelan super (36n + 84,96)-(Bts + 2¢)-total selimut pada shackle graf
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triangular book SBt, untuk n > 2. O

& Teorema 2 Ada pelabelan super (52n + 68,60)-(Bts + 2¢)-antimagic total
selimut pada shackle graf triangular book SBt, untuk n > 2.

Bukti. Labeli titik shackle graf triangular book SBt,, dengan fungsi bijektif ao
yang definisikan sebagai pelabelan as : V(SBt,) — {1,2,...,4n + 2} dengan
label sebagai berikut:

) = 4i,untuk 1 <i<n
(yi) = 4i—1untuk1 <i<n
az(zj) = 4i—2,untuk 1 <i<n+1
) = 4i—3,untuk 1 <i<n+1

Untuk pelabelan titik pada ag adalah fungsi bijektif yang memetakan SBt,, ke
himpunan bilangan bulat {1,2,...,4n+2}. Jika w,, didefinisikan sebagai bobot
selimut dari pelabelan total selimut pada shackle graf triangular book dimana
bobot selimut tersebut diperoleh dari penjumlahan beberapa buah label titik
dari ‘H = Bts + 2e yang menjadi covering pada shackle graf triangular book,
maka fungsi bijektif w,, dapat ditentukan sebagai berikut:

Way = aa(pi) + az(w) + aa(ys) + aa(zi) + aa(piv1) + a2(zit1)
= (4i—-3)+ )+ 4i—1)+4i—2)+4>i+1)—=3)+(4(i+1)—2),
jika 1<i<n}

= 2471 -3

Labeli sisi shackle graf triangular book S Bt,, dengan fungsi bijektif f yang defin-
isikan sebagai pelabelan f : E(SBt,) — {4n+3,4n+4,...,8n + 1} maka pela-
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belan f dapat dituliskan sebagai berikut:

fpizi) = 4n+4i— 1,untukl <i<n-+1,

fpiz;) = 4n+4i,untukl <i <mn,
fpiz12zi) = 4n+4i+ 1,untukl < i <n,
f(piy1z;) = 4n+4i+2,untukl <i<n,

f(piyi) = 8n+4i,untukl <i <mn,
fpipiv1) = 8n+4i+ 1,untukl <i <n,
fpit1yi) = 8n+4i+ 2,untukl <i <mn,
flxiziy1) = 8n+4i+ 3,untukl < i <n,

Jika W,, didefinisikan sebagai bobot covering total selimut pada shackle graf tri-
angular book berdasarkan penjumlahan bobot selimut dengan label sisinya maka
W, dapat diperoleh dengan merumuskan jumlah bobot selimut wq, dan rumus
label sisi f dengan syarat batas ¢ yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan

sebagai berikut:

Way = Way + f(pizi) + f(pizs) + f(piv1zi) + f(pivazi) + f(piyi) +
Fipit1) fPiv1yi) + f(xizigr) + f(pizi); jika 1 <i<n
= 52n+ 607+ 8

Dengan demikian W, = {52n + 68,52n + 128, ...,112n + 8}. Karena U,, = a +
(n—1)b = 52n+68+ (n—1)60 = 112n+ 8 maka terbuktilah bahwa ada pelabelan
super (52n + 68, 60)-(Bts + 2e)-total selimut pada shackle graf triangular book
SBt,, untuk n > 2. O

& Teorema 3 Ada pelabelan super (60n + 60,48)-(Bts + 2¢)-antimagic total
selimut pada shackle graf triangular book SBt, untuk n > 2.

Bukti. Labeli titik shackle graf triangular book SBt,, dengan fungsi bijektif as
yang definisikan sebagai pelabelan as : V(SBt,) — {1,2,...,4n + 2} dengan
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label sebagai berikut:

ag(z;) = 4di,untuk 1 <i<n

as(y;)) = 4i—Lluntuk 1 <i<n
az(zj) = 4i—2,untuk 1 <i<n+1
asz(pj) = 4i—3,untuk 1 <i<n+1

Untuk pelabelan titik pada a3 adalah fungsi bijektif yang memetakan SBt,, ke
himpunan bilangan bulat {1,2,...,4n+2}. Jika w,, didefinisikan sebagai bobot
selimut dari pelabelan total selimut pada shackle graf triangular book dimana
bobot selimut tersebut diperoleh dari penjumlahan beberapa buah label titik
dari ‘H = Bts + 2e yang menjadi covering pada shackle graf triangular book,
maka fungsi bijektif w,, dapat ditentukan sebagai berikut:

Way = o3(pi) + az(z) +az(ys) + as(z) + as(pig1) + a3(2zit1)
= (4i—-3)+ )+ 4i—1)+4i—2)+(4(i+1)—3)+(4(i +1)—2),
jika 1 <i<n}

= 2471 -3

Labeli sisi shackle graf triangular book SBt, dengan fungsi bijektif f yang defin-
isikan sebagai pelabelan f : F(SBt,) — {4n+3,4n+4,...,8n + 1} maka pela-
belan f dapat dituliskan sebagai berikut:

fpizi) = 12n—8i+ 11,untukl <i<n+1,

fpsys) = 12n — &+ 10, untukl <i < mn,

f(pix;) = 12n—8i+ 9,untukl <i < n,
f(pipiy1) = 12n —8i+ 8, untukl <i < n,
fpiz12zi) = 12n—8i+ 7,untukl <i <mn,
fpiv1y:)) = 12n—8i+ 6,untukl <i < n,
f(pit1z;) = 12n —8i+ 5,untukl <i <mn,
flxiziy1) = 12n —8i+ 4,untukl < i <n,

Jika W, didefinisikan sebagai bobot covering total selimut pada shackle graf tri-

angular book berdasarkan penjumlahan bobot selimut dengan label sisinya maka
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W, dapat diperoleh dengan merumuskan jumlah bobot selimut w,, dan rumus
label sisi f dengan syarat batas ¢ yang bersesuaian, sehingga dapat dirumuskan

sebagai berikut:

Way = Way + f(0izi) + f(piyi) + f(pixi) + f(pipigr) + f(piv12i) +
Fpiv19i) + f(pivazi) + f(izig1) + f(pizi); jika 1 <i<n
= 108n — 487 + 60

Dengan demikian W,, = {60n + 60,60n + 108,...,108n + 12}. Karena U, =
a+ (n—1)b = 60n 4+ 60 + (n — 1)48 = 108n + 12 maka terbuktilah bahwa
ada pelabelan super (60n + 60,48)-(Bts + 2¢)-total selimut pada shackle graf
triangular book SBt, untuk n > 2. O

Kesimpulan

Pada bagian ini akan direview kembali mengenai total selimut super (a,d)-
‘H-antimagic pada shackle graf triangular book. Berdasarkan hasil penelitian
diatas, maka kita dapat menyimpulkan bahwa terdapat beberapa teorema yang
telah dibuktikan adalah sebagai berikut :

e Ada pelabelan super (36n+ 84, 96)-(Bts + 2¢)-antimagic total selimut pada
shackle graf triangular book S Bt,, untuk n > 2.

e Ada pelabelan super (52n+ 68, 60)-(Bts + 2¢)-antimagic total selimut pada
shackle graf triangular book SBt, untuk n > 2.

e Ada pelabelan super (60n+ 60, 48)-(Bts + 2¢)-antimagic total selimut pada
shackle graf triangular book SBt, untuk n > 2.

Namun demikian, sesuai dengan batas atas d < 96, sedangkan dalam
penelitian ini baru diketemukan d € {96, 60,48} sehingga masih tersisa d yang
lain yang belum diketemukan. Oleh karena itu penelitian mengajukan masalah
terbuka berikut:

Open Problem 1 Tentukan (a,d)-(Bts + 2¢e)-total selimut pada shackle graf
triangular book SBt, bila n > 2 untuk d < 96 selain d € {96,60,48}.
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