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Abstract. Given a simple connected graph G with set of vertices is V(G) and set of
edge is E(G). A graph G is called to have an edge irregular reflexive k-labeling if
each vertices can be labeled with an even positive integer {0,2, ...,2k,} and each
edge can be labeled with a positive integer {1,2, ..., k. } such that each edge has a
different weight. The weight of an edge uv on a graph G is the sum of the vertex
label u, vertex label v, and uv edge label. The reflexive edge strenght of a graph G
denoted by res(G) is the minimum k of the largest label in graph G with k =
max {2k,, k.}. In this paper, we determine the reflexive edge strenght of the
triangular chain graph mcC;-path for m > 2. The reflexive edge strenght of the
triangular chain graph mCs-path is 3 for m = 2, m for m is even and m # 2, and
m + 1 for m is odd.

Keywords: Edge irregular reflexive labeling, reflexive edge strenght, and triangular
chain graph

1. Pendahuluan

Teori graf merupakan salah satu cabang ilmu matematika yang pertama kali
diperkenalkan oleh Leonhard Euler, seorang ahli matematika dari Swiss pada tahun 1736.
Menurut Wilson [15], suatu graf G adalah himpunan tak kosong berhingga V(G) yang
anggotanya disebut titik (vertex) dan himpunan berhingga E(G) yang anggotanya
merupakan pasangan tak berurutan (belum tentu berbeda) dari anggota-anggota V(G)
yang disebut sisi (edge). Salah satu pembahasan yang ada di dalam teori graf yaitu
pelabelan. Menurut Wallis [14], pelabelan suatu graf merupakan pemetaan yang
membawa elemen-elemen graf sebagai domain ke bilangan bulat positif atau non negatif
sebagai kodomain. Pelabelan graf dibagi menjadi pelabelan titik (himpunan titik sebagai
domain), pelabelan sisi (himpunan sisi sebagai domain), dan pelabelan total (himpunan
titik dan sisi sebagai domain). Namun, seiring berjalannya waktu terdapat perkembangan
pada jenis pelabelan graf, salah satunya yaitu pelabelan total tak teratur. Menurut Baca
dkk. [4], pelabelan total tak teratur terbagi menjadi pelabelan total tak teratur sisi dan
pelabelan total tak teratur titik. Pada tahun 2017, Ryan dkk. (dalam Baca, [3])
memperkenalkan sebuah konsep baru dari pelabelan total tak teratur yaitu pelabelan
refleksif tak teratur titik (vertex irregular reflexive labeling) dan pelabelan refleksif tak
teratur sisi (edge irregular reflexive labeling) pada suatu graf.
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Pada pelabelan refleksif tak teratur sisi, terdapat beberapa graf yang telah diteliti
diantaranya yaitu graf prisma D,, dan graf roda W, [13], graf generalized friendship f;, ,,
[3], graf sapu Br, ,, [1], graf bintang K; ,, dengan n > 4 [8], graf fan F,,, graf baskets B,,,
graf lintasan P,, graf cycle C, [2], pada tahun 2020 Indriati dkk meneliti graf lintasan 1
korona graf lengkap K; dan graf lintasan korona graf lintasan P, (B, © K; dan B, © P,)
[9], graf tadpole T, ,,, dengan m > 3 dan n = 1,2 diteliti oleh Budi dkk pada tahun 2021
[6], pada tahun 2021 graf banana tree B, ,, dengan m = 2,3 diteliti oleh Novelia dan
Indriati [10], Rahmawati dan Indriati meneliti graf umbrella U,, ,, dengan m = 3,4 pada
tahun 2021 [11], serta Setiawan dan Indriati pada tahun 2021 meneliti graf sun (C,, © N;)
dan graf cycle korona graf null N, (C,, © N,) [12]. Pada penelitian ini, akan ditentukan
res dari graf rantai segitiga mCs-lintasan dengan m > 2.

2. Metodologi

2.1 Metode Penelitian

Metode penelitian yang digunakan untuk menentukan res pada graf rantai segitiga mCs-
lintasan yaitu kajian pustaka dengan menggunakan referensi berupa buku-buku, artikel,
dan jurnal-jurnal terkait. Langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian ini sebagai
berikut:
1. menentukan batas bawah res pada graf rantai segitiga mCs-lintasan berdasarkan
Lema 2.6,
2. melakukan pelabelan terhadap graf rantai segitiga mC;-lintasan sesuai dengan batas
bawah res sedemikian sehingga setiap sisinya mempunyai bobot yang berbeda,
3. menghitung bobot setiap sisi pada graf rantai segitiga mC;-lintasan menggunakan
persamaan (1),
4. menentukan pola umum pelabelan refleksif tak teratur sisi pada graf rantai segitiga
mCs;-lintasan,
5. menentukan rumus umum res, label titik, label sisi, dan bobot sisi dari pelabelan
refleksif tak teratur sisi pada graf rantai segitiga mC5-lintasan,
6. membangun teorema beserta pembuktian berdasarkan hasil yang diperoleh,
7. membuat kesimpulan.

2.2 Landasan Teori
Berikut diberikan definisi graf siklus menurut Chartrand [7], graf rantai menurut

Barrientos [5], graf rantai segitiga, serta definisi pelabelan k-refleksif tak teratur sisi,
kekuatan sisi refleksif, dan lema pendukung menurut Ryan et al. (dalam Baca, [2]).
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Definisi 2.1. Graf siklus (cycle) adalah graf terhubung sederhana yang memiliki n titik
dan n sisi sedemikian sehingga setiap titiknya berderajat dua, dinotasikan dengan C,,.
Gambar graf siklus ditunjukkan pada Gambar 1.

Gambar 1. Graf siklus C,,

Definisi 2.2. Graf rantai adalah graf yang terdiri dari blok-blok B,, B,, Bs, ..., B, dengan
m > 2. Untuk setiap i, 1 < i < m — 1, B; dan B;, beririsan tepat pada satu titik potong
sehingga blok cut-vertex grafnya merupakan graf lintasan.

Graf rantai dengan m blok dinotasikan dengan C[Bj, B, B3, ..., Biy]. Jika setiap B;
merupakan graf H, maka C[B,, B, Bs, ..., By,] dinotasikan dengan mH-lintasan. Gambar
graf rantai dengan setiap B; merupakan graf siklus C,, ditunjukkan pada Gambar 2.

Gambar 2. Graf rantai mC,,-lintasan

Definisi 2.3. Graf rantai segitiga adalah graf rantai yang terdiri dari m blok graf cycle C;,
dinotasikan dengan mCs-lintasan untuk m > 2.

Definisi 2.4. Suatu graf G disebut mempunyai pelabelan k-refleksif tak teratur sisi jika
setiap titiknya dapat dilabeli dengan bilangan bulat positif genap {0,2, ...,2k,,} dan setiap
sisinya dapat diberi label dengan bilangan bulat positif {1,2, ..., k. } sedemikian sehingga
setiap sisinya mempunyai bobot yang berbeda. Bobot dari suatu sisi uv pada graf G
terhadap pelabelan f merupakan jumlahan dari label titik u, label titik v, dan label sisi
uv yang dinotasikan dengan

wty = f(u) + f(uv) + f(v) (1)

Definisi 2.5. Kekuatan sisi refleksif (reflexive edge strenght) dari suatu graf G yang
dinotasikan dengan res(G) adalah nilai minimum k dari label terbesar pada graf G,
dengan k = maks{2k,, k.}.

Lema 2.6. Untuk setiap graf G
[E9), untuk |E(G)| # 2,3(mod 6)

3

res(G) = {[IE(G)I'l + 1, untuk |E(G)| = 2,3(mod 6)

3
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3. Hasil dan Pembahasan

Graf rantai segitiga memiliki himpunan titik V(mC; — lintasan) = {y;|1 <i < m} U
{v;|1 <i < m+ 1} dan himpunan sisi E(mCs; — lintasan) = {u;v;, V;Vj4q, UiVis1]| 1 <
i <mj}, sehingga memiliki 2m + 1 titik dan 3m sisi. Gambar graf rantai segitiga
ditunjukkan pada Gambar 3.

vy vz V3 Um Vit

Gambar 3. Graf rantai segitiga mCs-lintasan

Teorema 3. Untuk suatu graf rantai segitiga mCs-lintasan dengan m > 2

3, untukm = 2
res(mCs; — lintasan) = { m, untuk m genap,m # 2
m + 1, untuk m ganjil

Bukti. Pertama, dibuktikan ekuivalensi batas bawah dari res(mcCs-lintasan) pada
Teorema 3 dengan Lema 2.6. Graf rantai segitiga mCs-lintasan mempunyai 3m sisi,
kemudian dengan Lema 2.6 diperoleh

3mf” untuk 3m % 2,3(mod 6
res(mC; — lintasan) > { 5 ( ) (2)
[37"1] + 1, untuk 3m = 2,3(mod 6)
Pernyataan tersebut ekuivalen dengan
: m, untuk m genap,m # 2
res(mC; — lintasan) > { m+1, untuk m ganiil (3)

Berikut ini dibuktikan bahwa pernyataan (2) ekuivalen dengan pernyataan (3)
e Untuk syarat m genap, m # 2
Untuk m bilangan genap bisa juga dituliskan sebagai m = 2k, sehingga
m =2k
3m = 6k
3m=6k+0
3m = 0mod 6
3m % 2,3(mod 6)
hal tersebut berarti bahwa m bilangan genap ekuivalen dengan 3m # 2,3(mod 6)
e Untuk syarat 3m = 2,3(mod 6)
Diambil 3m = 3 mod 6, diperoleh

3m = 3 mod 6
3m=6k+3
m=2k+1

bisa juga dituliskan sebagai m bilangan ganjil. Hal tersebut berarti bahwa 3m =
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2,3(mod 6) ekuivalen dengan m bilangan ganjil.

e Untuk rumus [3?"1]
3m

1= m=m

hal tersebut berarti bahwa [%m] ekuivalen dengan m
e Untuk rumus (5" + 1
[BTm]+1=[m]+1=m+1
hal tersebut berarti bahwa [%m] + 1 ekuivalen dengan m + 1
Karena syarat m bilangan genap ekuivalen dengan syarat 3m % 2,3(mod 6), Syarat

3m = 2,3(mod 6) ekuivalen dengan syarat m bilangan ganjil, dan rumus [%m] ekuivalen

dengan rumus m, serta rumus [%m] + 1 ekuivalen dengan rumus m + 1, maka terbukti
bahwa pernyataan (2) ekuivalen dengan pernyataan (3).

Selanjutnya, dibuktikan batas bawah dari res(mCs;-lintasan) adalah 3 untuk m = 2. Graf
rantai segitiga 2Cs-lintasan mempunyai 5 titik yaitu u,,u,, v,,v,, dan vs, serta
mempunyai 6 sisi yaitu u, vy, u,v,, v,0,, V,V3, U V,, dan u,v;. Berdasarkan Lema 2.6
diperoleh batas bawah dari res(2Cs-lintasan) = 2. Diasumsikan bahwa res(2C5-lintasan)
= 2, hal tersebut berarti label terbesar dari titik dan sisi adalah 2, maka kemungkinan label
titik dan sisi sebagai berikut

wtr(uyvy) = f(u) + fuv) + f(v) =0+14+0=1

wtr(v1v;) = f(v1) + f(r1v) + f(v) =0+2+0=2

wtr(uvy) = f(u) + fluvy) + f(v)) =0+2+0=2

wtp(Uzvy) = fuz) + fugv) + f(v)) =2+2+0=14

wtr(pv3) = f(v2) + f(vovs) + f(v3) =0+2+2=4

wtp(Upv3) = f(uz) + f(uvs) + f(v3) =2+2+2=6

Dikarenakan ada sisi yang mempunyai bobot sama, maka formula tersebut tidak dapat
diterapkan. Kemudian diasumsikan bahwa res(2C5-lintasan) = 3, hal tersebut berarti
label terbesar dari titik dan sisi adalah 3, maka kemungkinan label titik dan sisi sebagai
berikut

wtr(ugvy) = flu) + fluv) + f(v) =0+1+0=1

wtr (1) = f(v1) + f(r1v2) + f(v) =0+2+0=2

wtr(uivy) = f(ug) + f(uv) + f(v)) =0+3+0=3

wtp(Upvy) = f(up) + fupvy)) + f(v)) =2+2+0=14

wtp(vov3) = f(v) + f(vv3) + f(v3) =0+3+2=5

wtr(uvs) = f(uz) + fugvs) + f(v3) =2+2+2=6

Karena tidak ada sisi yang mempunyai bobot sama, maka formula tersebut dapat
diterapkan, sehingga terbukti bahwa batas bawah dari res(2C;-lintasan) adalah 3 untuk
m= 2.
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Yang kedua, dibuktikan batas atas dari res(mCs;-lintasan) dengan mengkonstruksikan f
pada pelabelan-k dari graf mCs-lintasan sebagai berikut

0,i=1
f(u) =1 iigenap,1<i<m
i—1iganjill1<i<m
0,i=1,2
f(v)=1{ iigenap,2<i<m
i—1iganjill1<i<m
_(Liganji,i=21<i<m
fluw) = i—2,igenap,2<i<m
i+1,i<2
f(vivi+1)—{i_1,i>2

fuvigq) = {?:2 ; 1

Dari pelabelan-k tersebut terlihat bahwa label titik merupakan bilangan bulat positif
genap dan label sisi merupakan bilangan bulat positif, serta label terbesar dari titik dan
sisi yaitu 3 untuk m = 2, m untuk m genap dan m # 2, serta m + 1 untuk m ganjil.
Sehingga diperoleh bobot sisi sebagai berikut

wtp(uv) =3i—2,untuk 1 <i<m

wtr(vviyq) =3i— 1L, untuk 1 <i<m

wtr(u;viyq) =3, Uuntuk 1 <i<m

Dari bobot sisi di atas, terlihat bahwa graf rantai segitiga mCs-lintasan mempunyai bobot
yang berbeda untuk setiap sisinya, sehingga f memenuhi elemen pelabelan- k refleksif
tak teratur sisi. Dari uraian di atas diperoleh batas bawah sama dengan batas atas dari
res(mCs-lintasan), sehingga graf rantai segitiga mCs-lintasan mempunyai kekuatan sisi
refleksif sesuai dengan Teorema 3. Dengan demikian teorema terbukti. m

Gambar 4 merupakan ilustrasi dari pelabelan-4 refleksif tak teratur sisi pada graf rantai
segitiga 3C5-lintasan. Pada gambar tersebut, angka berwarna hitam menunjukkan label
titik dan label sisi, sedangkan angka berwarna merah menunjukkan bobot sisi.

Gambar 4. Pelabelan-4 refleksif tak teratur sisi graf 3C5-lintasan
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Kesimpulan

Berdasarkan uraian tersebut, diperoleh kekuatan sisi refleksif pada graf rantai segitiga
mCs;-lintasan dengan m > 2 yaitu 3 untuk m = 2, m untuk m genap dan m # 2, serta
m + 1 untuk m ganjil. Penulis berharap bagi pihak yang tertarik dengan topik pelabelan
refleksif tak teratur sisi maupun kekuatan sisi refleksif pada graf dapat melakukan
penelitian untuk menentukan kekuatan sisi refleksif pada graf rantai mC,,-lintasan dengan
m = 2dann > 3.
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