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Abstract. This study considers about the magnetohydrodynamics of micropolar 

fluids in the boundary layer passing through a flat plate which is affected by mixed 

convection. The governing equations are obtained from the continuity, momentum, 

energy equations, and Maxwell’s equation. The micropolar fluid passes through the 

flat plate, flowing from the below. The obtained dimensional equations are then 

transformed into non-dimensional equations using non-dimensional variables, then 

transformed into similarity equations. The similarity equations can be introduced 

using stream functions, that produce non-linear partial differential equations. The 

equations are then solved by Keller-Box method. The numerical results obtained are 

in the form of temperature and fluid velocity profiles with variations in magnetic 

parameters, micropolar parameters, porosity parameters and Prandtl numbers. The 

numerical simulation results show that the greater the magnetic parameter (𝑀), the 

micropolar parameter (𝐾) and the porosity parameter (𝜙), respectively, then the 

speed decreases but the temperature increases. However, the variation of the Prandtl 

numbers (𝑃𝑟) does not affect the speed. The greater the Prandtl number, the lower 

the temperature. 
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1. Pendahuluan 

Bidang teknik dan industri semakin maju, beriringan dengan zaman yang juga semakin 

berkembang. Kedua bidang ini kerap menggunakan fluida berwujud cairan (liquid). 

Dalam bidang industri, fluida antara lain digunakan sebagai bahan pembuatan lilin, 

plastik, cairan pelumas pada sistem pelumasan dan masih banyak lainnya [24]. 

Magnetohidrodinamika (MHD) merupakan cabang ilmu yang mempelajari aliran fluida 

yang bisa menghantarkan arus listrik yang diakibatkan adanya pengaruh dari medan 

magnet [18]. Dalam beberapa tahun terakhir, MHD mulai sering diteliti. Penggunaan 

MHD pada bidang teknologi terbilang cukup luas, antara lain pada pengeboran minyak 

dan PLTU. Pada pengeboran minyak di persekitaran antara pipa bor dan dinding tanah, 

simulasi aliran lumpur yang akurat merupakan hal yang penting sekali untuk efisiensi 

transportasi pada stek rock drill, penurunan tekanan gesekan mengevaluasi dan variasi 
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tekanan dalam lumpur di dalam sumur bor. Efisiensi yang mencapai 30% pada PLTU 

bisa didapat dari adanya kombinasi MHD pada PLTU. Selain itu medan magnet bisa 

digunakan pula untuk mengendalikan operasi aliran, misalnya saat cairan yang keluar 

mengandung listrik dan terionisasi [23]. MHD banyak diteliti pula pada berbagai benda, 

antara lain pelat datar [5,14,19,27], bola teriris [4], silinder [11,12,15]. Beberapa benda 

yang diteliti tersebut ada yang berpori, misalnya seperti yang diteliti oleh [6,7]. Pada 

penelitian ini, benda yang diteliti adalah pelat datar berpori. 

Fluida merupakan zat yang jika terkena tegangan geser, betapapun kecilnya tegangan 

geser itu, maka akan berubah bentuk secara terus-menerus (kontinu) [24]. Fluida dibagi 

menjadi dua: fluida non-Newtonian dan fluida Newtonian. Fluida non-Newtonian adalah 

fluida yang tidak tahan terhadap temperatur, tegangan geser dan gradien kecepatan. 

Fluida mikropolar, atau yang kerap pula disebut fluida mikrokutub, merupakan salah satu 

contoh fluida non-Newtonian [18]. Fluida mikropolar adalah fluida yang bisa melakukan 

mikrorotasi dengan dirinya sendiri dan mempunyai struktur mikro. Fluida mikropolar 

merupakan salah satu contoh fluida non-Newtonian yang kerap dijumpai dalam 

permasalahan nyata. Fluida mikropolar mempunyai potensi untuk diterapkan pada bidang 

teknik karena sifatnya. Karenanya penelitian fluida mikropolar menarik untuk 

dikembangkan. Dalam beberapa tahun terakhir, penelitian terkait fluida mikropolar 

dengan MHD mulai sering dijumpai. 

Penelitian terdahulu mengenai fluida mikropolar antara lain dilakukan oleh [2,9,10, 

17,18,20,22,26]. Misalnya [18], melakukan penelitian pada fluida mikropolar dengan 

konveksi paksa. Aliran yang diteliti adalah aliran tak-tunak (unsteady). Benda yang 

diteliti adalah bola berpori. Metode yang digunakan adalah Keller-Box. Parameter yang 

dikaji adalah parameter magnetik, parameter mikropolar, parameter porositas dan 

bilangan Prandtl. 

Kendati demikian masih perlu dilakukan pengembangan lebih lanjut pada fluida 

mikropolar. Penelitian ini mengkaji pengaruh parameter magnetik, parameter mikropolar, 

parameter porositas dan bilangan Prandtl terhadap profil kurva kecepatan dan kurva 

temperatur. Ada beberapa cara yang pernah dipakai untuk melakukan penyelesaian, 

misalnya metode Keller-Box [1,25], metode Runge-Kutta [8,13] dan metode elemen 

hingga [21]. Adapun penyelesaian numerik pada penelitian ini dicari menggunakan 

metode Keller-Box, yang merupakan metode beda hingga implisit dan stabil tanpa syarat 

[3]. Dengan demikian diharapkan penelitian ini bisa memberikan sumbangsih untuk 

bidang teknik, industri maupun lainnya. 
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2. Metodologi 

Langkah-langkah dalam penelitian ini adalah sebagai berikut. 

1. Studi literatur 

2. Pembentukan persamaan pembangun dimensional 

3. Transformasi persamaan pembangun dimensional ke bentuk non-dimensional 

4. Mengubah persamaan pembangun non-dimensional ke dalam persamaan similaritas 

5. Penyelesaian numerik 

6. Simulasi 

7. Analisis hasil dan pembahasan 

8. Penyusunan paper 

 

3. Hasil dan Pembahasan 

Penelitian dilakukan di titik stagnasi 𝑥 = 0. Fluida mengalir dari bawah ke atas melawan 

arah gravitasi. Suhu sebelum melalui pelat adalah 𝑇∞ dengan kecepatan aliran 𝑈∞, 

sedangkan suhu fluida saat melalui pelat adalah 𝑇𝑤 (Gambar 1).. 

 

Gambar 1. Sketsa aliran fluida melewati pelat datar 

3.1 Persamaan Pembangun Dimensional 

Persamaan pembangun model terdiri atas persamaan kontinuitas, persamaan momentum 

dan persamaan energi, yang masing-masing dibangun dari hukum kekekalan massa, 

hukum Newton kedua dan hukum termodinamika pertama. Berikut ini persamaan 

pembangun berdimensi yang didapat. 

Persamaan kontinuitas 

𝜕𝑢
𝜕𝑥

+
𝜕𝑣
𝜕𝑦

= 0 
(1) 
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Persamaan momentum sumbu-𝑥 

𝜌 (𝑢
𝜕𝑢
𝜕𝑥

+ 𝑣
𝜕𝑢
𝜕𝑦

) = −
𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ (𝜇 + 𝜅) (

𝜕
2
𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕
2
𝑢

𝜕𝑦2
) − 𝜎𝑢𝐵0

2 −
𝜇

𝐾∗ 𝑢 
(2) 

Persamaan momentum sumbu-𝑦 

𝜌 (𝑢
𝜕𝑣
𝜕𝑥

+ 𝑣
𝜕𝑣
𝜕𝑦

) = −
𝜕𝑝

𝜕𝑦
+ (𝜇 + 𝜅) (

𝜕
2
𝑣

𝜕𝑥2
+

𝜕
2
𝑣

𝜕𝑦2
) − 𝜎𝑣𝐵0

2 −
𝜇

𝐾∗ 𝑣 
(3) 

Persamaan energi 

𝑢
𝜕𝑇

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑇

𝜕𝑦
= 𝛼 (

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑇

𝜕𝑦2
) 

(4) 

Dengan kondisi batas berdimensi sebagai berikut. 

𝑡 < 0 : 𝑢 = 𝑣 = 0, 𝑇 = 𝑇∞   untuk setiap 𝑥, 𝑦 

𝑡 ≥ 0 : 𝑢 = 𝑣 = 0, 𝑇 = 𝑇𝑤(𝑥)  saat 𝑦 = 0 

𝑡 ≥ 0 : 𝑢 = 𝑢∞(𝑥), 𝑇 = 𝑇∞   saat 𝑦 → ∞ 

Serta 𝑢 adalah komponen kecepatan fluida pada sumbu-𝑥, 𝑣 adalah komponen kecepatan 

fluida pada sumbu-𝑦, 𝑥 adalah koordinat arah gerak permukaan, 𝑦 adalah koordinat arah 

normal terhadap gerak permukaan, 𝑝 adalah tekanan fluida, 𝜇 adalah viskositas dinamik, 

𝜅 adalah vorteks, 𝜎 adalah konduktivitas listrik fluida, 𝐵0 adalah vektor medan magnet, 

𝐾∗ adalah permeabilitas, 𝑇 adalah temperatur, 𝛼 =
𝑐

𝜌𝑐𝑝
 adalah difusivitas termal, 𝑐 adalah 

konduktivitas termal, 𝜌 adalah massa jenis dan 𝑐𝑝 adalah panas jenis. Adapun tanda bar 

( ) menunjukkan bahwa variabel tersebut berupa variabel dimensional. 

3.2 Persamaan Pembangun Non-dimensional 

Persamaan pembangun dimensional yang didapat selanjutnya ditransformasikan ke 

dalam bentuk non-dimensional [16] menggunakan variabel non-dimensional berikut: 

𝑥 =
𝑥

𝑙
;  𝑦 = 𝑅𝑒

1
2 (

𝑦

𝑙
) ;  𝑢 =

𝑢

𝑈∞
;  𝑣 = 𝑅𝑒

1
2 (

𝑣

𝑈∞
) ;  𝑇 =

𝑇 − 𝑇∞

𝑇𝑤(𝑥) − 𝑇∞
;  𝑝 =

𝑝

𝜌𝑈∞
2

 
(5) 

dan parameter non-dimensional berikut: 

𝑅𝑒 =
𝑈∞𝑙

𝜈
;  𝜈 =

𝜇

𝜌
;  𝑀 =

𝜎𝐵0
2𝑙

𝜌𝑈∞
;  𝑃𝑟 =

𝜈

𝛼
;  𝜙 =

𝑙𝜇

𝜌𝑈∞𝐾∗
;  𝐾 =

𝜅

𝜇
 

(6) 

dengan 𝑅𝑒 adalah bilangan Reynolds, 𝜈 adalah viskositas kinematik, 𝑀 adalah parameter 

magnetik, 𝑃𝑟 adalah bilangan Prandtl, 𝜙 adalah parameter porositas dan 𝐾 adalah 

parameter mikropolar. 
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Kemudian dilakukan substitusi persamaan (5) dan (6) ke persamaan (1) sampai (4), 

sehingga didapat persamaan pembangun tak berdimensi berikut. 

Persamaan kontinuitas 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0 

(7) 

Persamaan momentum sumbu-𝑥 

𝑢
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+

(1 + 𝐾)

𝑅𝑒

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ (1 + 𝐾)

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
− (𝑀 + 𝜙)𝑢 

(8) 

Persamaan momentum sumbu-𝑦 

1

𝑅𝑒
(𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
)

= −
𝜕𝑝

𝜕𝑦
+

1

𝑅𝑒
[

1

𝑅𝑒
(1 + 𝐾)

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+ (1 + 𝐾)

𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
− (𝑀 + 𝜙)𝑣] 

(9) 

Persamaan energi 

𝑢
𝜕𝑇

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑇

𝜕𝑦
=

1

𝑃𝑟

1

𝑅𝑒

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
+

1

𝑃𝑟

𝜕2𝑇

𝜕𝑦2
 

(10) 

Dengan kondisi batas tak berdimensi berikut. 

𝑡 < 0 : 𝑢 = 𝑣 = 0, 𝑇 = 0  untuk setiap 𝑥, 𝑦 

𝑡 ≥ 0 : 𝑢 = 𝑣 = 0, 𝑇 = 1  saat 𝑦 = 0 

𝑡 ≥ 0 : 𝑢 = 𝑢𝑒(𝑥), 𝑇 = 0  saat 𝑦 → ∞ 

3.3 Pendekatan Lapisan Batas 

Persamaan pembangun non-dimensional yang didapat tidak mudah diselesaikan. 

Karenanya dibutuhkan konsep teori lapisan batas. Pada pendekatan lapisan batas, nilai 

𝑅𝑒 → ∞, akibatnya 
1

𝑅𝑒
→ 0, sehingga didapat persamaan pembangun non-dimensional 

yang baru berikut ini. 

Persamaan kontinuitas 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0 

(11) 

Persamaan momentum 

𝑢
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑢𝑒

𝜕𝑢𝑒

𝜕𝑥
+ (1 + 𝐾)

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
− (𝑀 + 𝜙)(𝑢 − 𝑢𝑒) 

(12) 
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Persamaan energi 

𝑢
𝜕𝑇

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑇

𝜕𝑦
=

1

𝑃𝑟

𝜕2𝑇

𝜕𝑦2
 

(13) 

3.4 Persamaan Similaritas 

Guna menyelesaikan persamaan (11) sampai (13), ketiga persamaan tersebut mesti 

diubah terlebih dahulu ke dalam bentuk persamaan similaritas dengan fungsi alir (stream 

function) (Potter, 2011) berikut. Fungsi alir kerap pula disebut fungsi arus. 

𝜓 = 𝑥𝑓(𝑥, 𝜂), 𝑇 = 𝜃(𝑥, 𝜂), 𝜂 = 𝑦 (14) 

Dengan 𝜓 merupakan fungsi alir yang didefinisikan sebagai berikut. 

𝑢 =
𝜕𝜓

𝜕𝜂
 𝑑𝑎𝑛 𝑣 = −

𝜕𝜓

𝜕𝑥
 

(15) 

Dengan menggunakan persamaan (14) dan (15), fungsi alir untuk model matematika pada 

sistem akan didapat. Persamaan (14) dan (15) disubstitusikan ke persamaan (11) sampai 

(13), sehingga didapat persamaan similaritas berikut. 

Persamaan momentum 

(𝑓′)2 − 𝑓𝑓′′ = 1 + (1 + 𝐾)𝑓′′′ − (𝑀 + 𝜙)(𝑓′ − 1) (16) 

Persamaan energi 

−𝑃𝑟𝑓𝜃′ = 𝜃′′ (17) 

Dengan kondisi batas berikut. 

𝑡 < 0 : 𝑓 = 𝑓′ = 0, 𝜃 = 0  untuk setiap 𝑥, 𝜂 

𝑡 ≥ 0 : 𝑓 = 𝑓′ = 0, 𝜃 = 1  saat 𝜂 = 0 

𝑡 ≥ 0 : 𝑓 = 𝑓′ = 1, 𝜃 = 0  saat 𝜂 → ∞ 

Serta 
𝜕𝑓

𝜕𝜂
= 𝑓′ dan 

𝜕𝜃

𝜕𝜂
= 𝜃′. 

3.5 Penyelesaian Numerik 

Penyelesaian numerik yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode Keller-Box. 

Berikut adalah langkah-langkahnya. 

1. Mengubah persamaan diferensial orde tinggi menjadi persamaan diferensial orde 

satu dengan cara menyelaraskan notasi. 
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2. Mendiskritkan persamaan orde satu dengan metode beda hingga Keller-Box. 

3. Melinierkan persamaan yang telah didiskritkan menggunakan metode Newton. 

4. Membentuk matriks tridiagonal dengan menggunakan teknik eliminasi blok, 

kemudian menyelesaikan persamaan linier tersebut. 

3.6 Analisis dan Pembahasan 

Hasil numerik yang didapat lalu disimulasikan pada MATLAB dengan memberi input 

berupa variasi parameter magnetik (𝑀), parameter mikropolar (𝐾), parameter porositas 

(𝜙) dan bilangan Prandtl (𝑃𝑟), lantas dilakukan analisis terhadap profil kecepatan (𝑓′) dan 

profil temperatur (𝜃). 

Untuk parameter magnetik, variasi parameter magnetik yang digunakan adalah 

0, 1.3, 1.8, 2. Nilai parameter lain yang digunakan adalah 𝐾 = 1, 𝜙 = 1 dan 𝑃𝑟 = 1. Dari 

Gambar 2 tampak bahwa semakin besar parameter magnetik maka kecepatan fluida 

semakin menurun, dan dari Gambar 3 tampak bahwa semakin besar parameter magnetik 

maka temperatur fluida semakin meningkat. 

 

Gambar 2. Profil kecepatan dengan variasi parameter magnetik 



 Magnetohidrodinamika Fluida Mikropolar  ……. Dharmanta, J.O.,  Widodo, B.,  Adzkiya, D.,  Imron, C. 

 

 

 

366 

 

 

Gambar 3. Profil temperatur dengan variasi parameter magnetik 

Untuk parameter mikropolar, variasi parameter mikropolar yang digunakan adalah 

0.25, 0.5, 0.75, 1. Nilai parameter lain yang digunakan adalah 𝑀 = 1, 𝜙 = 1 dan 𝑃𝑟 =

1𝑃𝑟 = 1. Dari Gambar 4 tampak bahwa semakin besar parameter mikropolar maka 

kecepatan fluida semakin menurun, dan dari Gambar 5 tampak bahwa semakin besar 

parameter mikropolar maka temperatur fluida semakin meningkat. 

 

Gambar 4. Profil kecepatan dengan variasi parameter mikropolar 
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Gambar 5. Profil temperatur dengan variasi parameter mikropolar 

Untuk parameter porositas, variasi parameter porositas yang digunakan adalah 

0.25, 0.5, 0.75, 1. Nilai parameter lain yang digunakan adalah 𝑀 = 1𝑀 = 1,  𝐾 = 1 dan 

𝑃𝑟 = 1𝑃𝑟 = 1. Dari Gambar 6 tampak bahwa semakin besar parameter porositas maka 

kecepatan fluida semakin menurun, dan dari Gambar 7 tampak bahwa tampak bahwa 

semakin besar parameter porositas maka temperatur fluida semakin meningkat. 

 

Gambar 6. Profil kecepatan dengan variasi parameter porositas 
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Gambar 7. Profil temperatur dengan variasi parameter porositas 

Untuk bilangan Prandtl, variasi bilangan Prandtl yang digunakan adalah 

0.72, 1, 1.5, 2.36. Nilai parameter lain yang digunakan antara lain 𝑀 = 1𝑀 = 1, 𝐾 = 1 

dan 𝜙 = 1. Dari Gambar 8 tampak bahwa pemberian variasi bilangan Prandtl tak 

mempengaruhi kecepatan aliran fluida, dan dari Gambar 9 tampak bahwa semakin besar 

bilangan Prandtl maka temperatur fluida semakin menurun. 

 

Gambar 8. Profil kecepatan dengan variasi bilangan Prandtl 
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Gambar 9. Profil temperatur dengan variasi bilangan Prandtl 

 

4. Kesimpulan 

Berdasarkan pembahasan dan analisis yang dilakukan, didapat kesimpulan berikut. 

1. Penyelesaian model matematika dari magnetohidrodinamika fluida mikropolar 

pada lapisan batas melewati pelat datar yang dipengaruhi konveksi campuran 

didapat dengan metode Keller-Box. Persamaan similaritas yang didapat lalu 

dibentuk menjadi persamaan orde pertama, lalu didiskritkan dengan metode beda 

hingga, lalu dilinierkan dengan metode Newton dan hasil pelinieran tersebut 

diselesaikan dengan teknik eliminasi blok. 

2. Berdasarkan hasil simulasi numerik, dapat disimpulkan bahwa semakin besar 

parameter magnetik (𝑀), parameter mikropolar (𝐾) dan parameter porositas (𝜙) 

maka kecepatannya semakin menurun, sedangkan pemberian variasi bilangan 

Prandtl (𝑃𝑟) tidak mempengaruhi kecepatan aliran fluida mikropolar. 

3. Berdasarkan hasil simulasi numerik, disimpulkan bahwa semakin besar parameter 

magnetik (𝑀), parameter mikropolar (𝐾) dan parameter porositas (𝜙) maka 

temperaturnya semakin meningkat, sedangkan semakin besar bilangan Prandtl (𝑃𝑟) 

maka temperaturnya semakin menurun. 
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