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Abstract. In this paper, we discuss the rank-decomposition in the symmetrized max-
plus algebraic matrix. The existence of rank decomposition is shown using minor
rank in the symmetrized max-plus algebra and a link among symmetrized max-plus
algebra and conventional algebra. The result is a rank-decomposition in symmetrized
max-plus algebraic matrix exists. Furthermore, the rank-decomposition is not
unique.
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1. Pendahuluan

Aljabar max-plus merupakan struktur aljabar yang terbentuk dari himpunan R U {—oo}
yang dilengkapi dengan operasi penjumlahan & dan perkalian ® yang masing-masing
didefinisikan sebagai maximum dan penjumlahan biasa [2]. Untuk selanjutnya, aljabar
max-plus dinotasikan dengan R,,,,. Aljabar max-plus adalah semiring idempoten dengan
elemen satuan e = 0 dan elemen nol E = —co. Dengan demikian, setiap elemen pada
Rqx tidak memiliki invers penjumlahan, kecuali elemen nol. Hal ini mengakibatkan
kesulitan pada saat menyelesaikan masalah pada aljabar max-plus yang berkaitan dengan
invers penjumlahan.

Proses simetrisasi pada R,,,, dengan menggunakan relasi setimbang v, dapat dilakukan
untuk memperoleh bentuk negatif dan setimbang dari setiap elemen pada R,,,,. Hasil
dari proses simetrisasi pada R,,,,, dinamakan aljabar max-plus tersimetri dan dinotasikan
dengan S. Bentuk negatif pada S memiliki peranan seperti invers penjumlahan, tetapi
bukan merupakan bentuk invers penjumlahan. Untuk selanjutnya, himpunan bagian
positif, negatif dan setimbang pada S, berturut-turut dinotasikan dengan S®, $© dan S°,
dengan S® US© U S° =S. Himpunan semua elemen bertanda pada S dinotasikan
dengan S¥, dengan S~ = S® U §°.

Pada aljabar linier, objek pembahasan adalah himpunan bilangan riil atau kompleks yang
masing-masing merupakan suatu lapangan (field).  Determinan matriks dapat
didefinisikan dengan penjumlahan hasil kali elementer bertanda [1]. Pada pembahasan
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matriks atas S, pendefinisian determinan matriks dilakukan mirip dengan memanfaatkan
bentuk negatif yang memiliki peranan seperti invers penjumlahan. Pembahasan mengenai
rank matriks atas aljabar max-plus tersimetri sudah dilakukan De Schutter [5]. Pada
pembahasan tersebut rank didefinisikan sebagai rank minor yakni ukuran terbesar
submatriks persegi yang determinannya tidak setimbang dengan elemen nol. Sementara
pada aljabar linier, rank matriks didefinisikan melalui kebebasan linier dari baris/kolom
matriks [4]. Hasil penelitian Suroto dkk. [15] menjelaskan tentang karakterisasi rank
matriks atas S menggunakan kebebasan linier kolom/baris matriks. Rank matriks atas S
dapat ditentukan dengan menghitung maksimal banyaknya kolom/baris yang bebas linier
pada matriks, sehingga rank matriks dapat dihitung dengan cara yang mirip pada aljabar
linier.

Pembahasan mengenai korespondensi antara aljabar max-plus tersimetri dengan aljabar
linier sudah dilakukan De Schutter dan De Moor [6]. Korespondensi dilakukan dengan
mendefinisikan fungsi yang memetakan elemen pada S ke suatu bentuk eksponensial, dan
sebaliknya. Dengan menggunakan korespondensi tersebut, masalah pada aljabar max-
plus tersimetri dapat dibawa dan diselesaikan pada konteks aljabar linier, kemudian hasil
penyelesaiannya dibawa dan disajikan kembali pada aljabar max-plus tersimetri.

Beberapa penelitian yang berkaitan dengan dekomposisi matriks atas aljabar max-plus
tersimetri antara lain dekomposisi QR dan dekomposisi nilai singular atas S [6],
dekomposisi LU atas S [10], dekomposisi Cholesky atas S [16] dan dekomposisi nilai
eigen atas S [11]. Pada pembahasan [10,16], hasil dekomposisi dapat dimanfaatkan untuk
menghitung solusi sistem kesetimbangan linier atas S, seperti halnya dekomposisi LU
pada aljabar linier dapat dimanfaatkan pada solusi sistem persamaan linier [7].
Pembahasan mengenai pendefinisian invers Moore-Penrose pada matriks atas aljabar
max-plus tersimetri sudah dilakukan Suroto [12] dan Suroto dkk. [14]. Pembahasan
mengenai dekomposisi rank pada matriks atas S belum dilakukan.

Pada pembahasan aljabar linier, dekomposisi rank dari matriks A berordo m x n dan rank
r berbentuk A = CF dengan C berordom X r dan F berordo r x n [9]. Hasil dekomposisi
rank ini dapat digunakan untuk membentuk invers Moore-Penrose dari suatu matriks [8,
3]. Pada pembahasan sistem persamaan linear, invers Moore-Penrose memiliki peranan
yang cukup penting pada saat menentukan pendekatan solusi sistem persamaan linier
dengan matriks koefisiennya berukuran sembarang.

Pada artikel ini dibahas mengenai eksistensi dekomposisi rank pada matriks atas aljabar
max-plus tersimetri. Apabila diperoleh hasil dekomposisi rank ini, maka potensi
pengembangan dapat dilakukan pada konstruksi invers Moore-Penrose dari matriks atas
aljabar max-plus tersimetri. Lebih lanjut, potensi pengembangan juga dapat dilakukan
pada masalah solusi sistem kesetimbangan linier.
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2. Metodologi

Penelitian ini merupakan penelitian literatur yang sifatnya mengkaji dan mengembangkan
penelitian yang telah dilakukan sebelumnya, yakni rank minor dari suatu matriks atas
aljabar max-plus tersimetri [5] dan karakterisasi rank pada matriks atas aljabar max-plus
tersimetri dengan kebebasan linier [15]. Dengan demikian, pembahasan rank matriks atas
aljabar max-plus tersimetri dapat ditentukan seperti pada aljabar linier. Selain itu, juga
terdapat korespendensi dari aljabar max-plus tersimetri dengan aljabar linier [6], sehingga
memungkinkan pembahasan dekomposisi rank dilakukan pada matriks atas aljabar max-
plus tersimetri. Adapun langkah-langkah yang dilakukan pada penelitian ini adalah:

1. Melakukan studi pustaka (literature review) mengenai aljabar max-plus tersimetri dan
dekomposisi rank pada aljabar linier.

2. Mendefinisikan dekomposisi rank pada matriks atas aljabar max-plus tersimetri
menggunakan relasi setimbang pada [2].

3. Menunjukkan eksistensi dekomposisi rank pada matriks atas aljabar max-plus
tersimetri dengan memanfaatkan korespondensi aljabar max-plus tersimetri dan
aljabar linier pada [6]

4. Menunjukkan bentuk dekomposisi rank pada matriks atas aljabar max-plus tersimetri
tidak tunggal.

3. Hasil dan Pembahasan

Bagian ini merupakan pembahasan utama pada penelitian ini. Pada bagian ini disajikan
pembahasan mengenai eksistensi dekomposisi rank pada matriks atas aljabar max-plus
tersimetri dan ketidaktunggalan hasil dekomposisi rank tersebut. Pada awal pembahasan
ini, terlebih dahulu didefinisikan dekomposisi rank pada matriks atas aljabar max-plus
tersimetri.

Definisi 1. Diberikan matriks A € S™™ dengan rank minor r. Dekomposisi rank dari
matriks A adalah faktorisasi A dalam bentuk AV C @ F dengan C € S™*", F € ST*™" |
rank minor dari € dan F masing-masing adalah r.

Matriks C dan F pada Definisi 1 masing-masing merupakan matriks rank kolom penuh
dan matriks rank baris penuh. Dengan kata lain, rank minor dari matriks C dan F masing-
masing adalah r. Diberikan matriks A =[12° ©1 © 20E ]| dengan rank minor 2.
Bentuk faktorisasi AV C @ F dengan

C=[12020],F=[0E©(-3)E0 o (-1)]

adalah dekomposisi rank dari matriks A. Diperhatikan bahwa rank minor dari C dan F
masing-masing adalah 2. Bentuk faktorisasi A V C @ F dengan
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C=[1"2"062°'0",F=[0"E ©(=3)'E0" ©(-1)"]
bukan merupakan dekomposisi rank dari A, karena rank minor dari C dan F tidak sama
dengan 2.

Teorema berikut menjelaskan eksistensi dekomposisi rank pada matriks atas aljabar max-
plus tersimetri.

Teorema 1. Jika A € S™*™ dengan rank minor r, maka terdapat matriks C € (§¥)™*"
dan F € (§V)"™™ sedemikian hingga AV C ® F

Bukti. Pada pembuktian ini hanya akan dibuktikan untuk matriks bertanda. Apabila A €
S™m memiliki entri yang tidak bertanda, maka didefinisikan matriks A € (SV)™*"
sedemikian hingga

a;j ={a;;, a;j bertanda |ai ,a;j lainnya

ile
untuk setiap i, j. Untuk setiap a, b € S, apabila aVb maka juga berlaku a*Vb, sehingga
untuk menunjukkan A V € ® F maka cukup ditunjukkan AV ¢ ® F.

Dikonstruksikan bentuk A(s) = F(4,N,") dengan N € R{™™, n;; = 1 untuk setiap i, .
Dengan demikian diperoleh entri-entri @;;(s) = y;;e“U* dengan s € Ry, vij € {—1,1}
dan ¢; = |Cif|ea € Rpygyx UNtuk setiap i,j. Berdasarkan [6], bentuk @;;(s) = y;;ev*
merupakan elemen pada himpunan S, , sehingga matriks A(s) merupakan matriks dengan
entri-entrinya pada S,. Lebih lanjut, operasi penjumlahan, pengurangan, perkalian dan
pembagian bisa dilakukan pada S,. Dengan demikian operasi baris elementer pada
matriks A(s) juga bisa dilakukan. Langkah awal adalah melakukan operasi baris
elementer pada A(s) sampai diperoleh bentuk eselon baris tereduksi.

Misal P(s) € S,™ adalah matriks permutasi sedemikian hingga A(s)P(s) dapat
dipartisi dalam bentuk A(s)P(s) = [C(s) D(s) | dengan C(s) merupakan matriks yang
kolomnya merupakan r buah kolom pivot dari A(s). Selanjutnya kolom-kolom dari
matriks D (s) dapat dinyatakan dalam bentuk

di(s) = ky()E1(s) + ka()E2(s) + - + Ky ()¢, (5)

untuk i = 1,2,...,n —r. Dari sini diperoleh bentuk D(s) = C(s)G(s) dengan G(s)
merupakan matriks yang bersesuaian dengan koefisien-koefisien pada persamaan d; (s).
Selanjutnya juga diperoleh bentuk

A()P(s) =[C(s)D(s) ] = [C(s) C(s)G(s) | = C()[I(s) G() ].

Dengan menggunakan matriks elementer £ (s), dilakukan proses merubah A(s) sampai
diperoleh bentuk matriks eselon tereduksi B(s). Diperoleh
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E(s) (A()P(s)) = B(s)P(s) = E()[C(s) D(s) ] = E(s)C(s)[I,(5) G(5)]
dengan E(s)C(s) berbentuk [I.(s) 0]. Dengan demikian,

B(s)P(s) = [I,(s)G(s)00]

dengan [I,(s) G(s) ] tak lain adalah baris yang tak nol dari bentuk eselon baris tereduksi.
Dengan memisalkan [I,(s) G(s) | = F(s)P(s) maka diperoleh bentuk

A)P(s) = C()[L-(s) G(s) ] = C()F(s)P(s).
Karena P(s) adalah matriks permutasi maka diperoleh bentuk ekuivalen asimtotis
A(s)~C(s)F(s) untuk s — oo, yang merupakan bentuk dekomposisi rank dari matriks
A(s). Dengan menerapkan fungsi reverse R pada [6], dan misalkan
A= R(As)), c 2 R(C()), F R (F(s))
maka diperoleh AV C ® F,dengan C € (SY)™" dan F € (§V)"™".m

Contoh berikut menjelaskan eksistensi dekomposisi rank pada matriks atas aljabar max-
plus tersimetri.

Contoh 1. Diberikan matriks A = [12° ©1 © 20E ] dengan rank minor 2. Matriks
bertanda dari matriks A adalah A=[12©1 ©20E]. Untuk menentukan
dekomposisi rank dari A maka cukup dilakukan dengan menentukan dekomposisi rank
dari matriks A. Konstruksikan bentuk A(s) = F(4,N,”) dengan N € R, n;; =1
untuk setiap i, j. Dengan demikian diperoleh

A(s) = [eSe?s —es—e?$10]

untuk s € R§. Proses operasi baris elementer diterapkan pada A(s) sampai diperoleh
bentuk eselon baris tereduksi, yakni

10 ) 01 (553)|
untuk s € R¢. Dengan demikian diperoleh
C(s) = [ef e —e2 1], F(s) = [10 () 01 (552) | ~[10 e 01 — ]
dengan

—e’ —e*
— Sp2s _ —
C(s)E(s) = [e T

untuk s - co. Dengan menerapkan fungsi reverse diperoleh

Zslol [s 2s 85—62510]=A(S)

C=R(c"(s)) =12 9201,F=R(F(s)) —[0E ©(=3)E0 6 (~1)]
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dengan CRF=[12 61 620(-1)'|v[12° ©1 ©20E ] = A. Rank minor dari
matriks C dan F masing-masing adalah 2. Jadi matriks C dan F masing-masing
merupakan matriks rank kolom penuh dan matriks rank baris penuh. Dengan demikian
bentuk faktorisasi A V € @ F merupakan dekomposisi rank dari matriks A. m

Pada Teorema 1 diperoleh bahwa matriks C dan F masing-masing adalah matriks
bertanda. Apabila terdapat matriks €’ dengan C'VC dan C' adalah matriks rank kolom
penuh, dan matriks F’' dengan F'VF dan F' adalah matriks rank baris penuh, maka
berturut-turut dapat digunakan untuk mensubstitusi lemah matriks C dan F pada bentuk
dekomposisi matriks A. Dengan demikian, dari Teorema 1 diperoleh akibat berikut ini.

Akibat 1. Misalkan AV C @ F adalah bentuk dekomposisi rank dari matriks A (pada
Teorema 1). Apabila terdapat matriks C' dan F’ dengan rank minor r, C'VC dan F'VF
maka bentuk faktorisasi AV ¢’ @ F' juga merupakan dekomposisi rank dari A.

Bukti. Misal matriks C’ dan F' dengan rank minor r, C'VC dan F'VF. Karena C'VC dan
F'VF maka berlaku c;;Vc;; dan f;Vf;; . Karena C dan F masing-masing merupakan

matriks bertanda maka setiap entrinya merupakan elemen bertanda. Berdasarkan sifat
substitusi lemah pada S, setiap entri ¢;; dapat disubstitusi lemah dengan c;; dan setiap

entri f;; dapat disubstitusi lemah dengan f;;. Dengan demikian, bentuk faktorisasi
AV C'® F' juga merupakan dekomposisi rank dari A. m

Contoh berikut menjelaskan ketidaktunggalan bentuk dekomposisi rank pada matriks atas
aljabar max-plus tersimetri.

Contoh 2. Diperhatikan kembali dekomposisi rank pada Contoh 1. Apabila diambil
matriks C'VC dan F'VF dengan

C'=[1'"2020],F=[0E6(-3)E0 o(-1)]
maka diperoleh
CRQF =[1'2261620C-1"]v[l22 61 620E]=A.

Diperhatikan bahwa rank minor ¢’ dan F' masing-masing adalah 2. Dengan demikian,
bentuk AVC’ @ F' juga merupakan dekomposisi rank dari A. m

Akibat 2. Jika A € S dengan rank minor r, maka terdapat C = A dan F =1I,
sedemikian hingga AVC @ F adalah bentuk dekomposisi rank dari A.

Bukti. Karena A adalah matriks berukuran r X r dengan rank minor r, maka berdasarkan
Teorema 1, terdapat matriks C € (§Y)™" dan F € (§Y)™" sedemikian hingga AV C &
F. Karena rank minor A adalah r, maka rank minor dari matriks A adalah r. Selanjutnya,
rank minor dari I, adalah r. Dengan mengambil matriks ¢ = A dan F = I, maka
diperoleh AVA = A ® I, = C ® F. Karena A adalah matriks bertanda dan AVA, maka A
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dapat disubstitusi lemah dengan A, sehingga diperoleh kesetimbangan AVA Q I,.
Dengan demikian terdapat matriks C = A dan F = I, sedemikian hingga AVC ® F
adalah bentuk dekomposisi rank dari A.m

Teorema berikut menjelaskan bentuk dekomposisi rank dari suatu matriks yang diperoleh
dengan memanfaatkan invers setimbang pada [16] dari matriks persegi yang
determinannya bukan merupakan elemen setimbang.

Teorema 2. Diberikan matriks A € ™™ dengan rank minor r dan matriks R € S™*"
dengan det det (R) ¢ S°. Jika AV C ® F adalah dekomposisi rank dari A maka

AVC QRQ®R, '@ FdanAVC QR, 'QRQF

masing-masing juga merupakan dekomposisi rank dari A.

Bukti. Karena R adalah matriks berukuran r x r dengan det det (R) bukan elemen
setimbang, maka menurut [13], terdapat matriks bertanda R, berukuran r X r
sedemikian hingga R @ R, *VI. dan R, * ® RVI,. Diperhatikan bahwa kesetimbangan
AV C Q@ F dapat disajikan dalam bentuk AV C @ I, @ F. Karena I, adalah matriks
bertanda, maka dengan melakukan substitusi lemah R @ R, ~* pada I, diperoleh
AVC QRQR, ' QF.

Matriks C @ R adalah matriks berordo m X r dan RV‘1 & F adalah matriks berukuran
r x n. Dengan demikian, bentuk faktorisasi AV ¢ @ R @ R, ' @ F juga merupakan
dekomposisi rank dari matriks A. Dengan melakukan langkah yang sama, diperoleh
AVC ® Ry ® R ® F juga merupakan dekomposisi rank dari matriks A. m

Teorema 2 menjelaskan bahwa bentuk dekomposisi rank dari suatu matriks tidak tunggal.
Ketidaktunggalan tersebut diperoleh dengan memanfaatkan invers setimbang dari suatu
matriks persegi yang determinannya bukan elemen setimbang. Contoh berikut
menjelaskan ketidaktunggalan bentuk dekomposisi rank dari suatu matriks.

Contoh 3. Diperhatikan dekomposisi rank pada Contoh 1. Untuk matriks R = [1101]
dengan det det (R) = 2, bentuk invers setimbang dari R adalah

Ry'=[-106(-1) o(-2) -1]

dengan

RQ®R, '=[00"(=1)'0]v[0EEOQ]
Ry '®R=1[00"(-=1)'0]V[0EEO].
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Selanjutnya diperoleh

CQO®RR,'RF)=[1"261622"1"]7y[12° 61 620E] =4
(CRR,N)RRF=[1"261622"1"lr[12° 61 620E] = A.

Jadi bentuk AV (C QR)Q(Ry "®F) dan AV (C QR, ) ® (R®F) juga
merupakan bentuk dekomposisi rank dari matriks A. m

4. Kesimpulan

Untuk matriks A adalah matriks atas aljabar max-plus tersimetri, dekomposisi rank dari
A berbentuk AVC @ F dengan C dan F masing-masing adalah matriks rank kolom penuh
dan matriks rank baris penuh. Eksistensi dekomposisi rank tersebut diperoleh dengan
memanfaatkan korespondensi antara aljabar max-plus tersimetri dan aljabar linier.
Selanjutnya, bentuk dekomposisi rank pada matriks atas aljabar max-plus tersimetri
bersifat tidak tunggal. Ketidaktunggalan ini diperoleh dengan memanfaatkan invers
setimbang dari suatu matriks persegi yang determinannya bukan elemen setimbang.
Penelitian selanjutnya dapat dilakukan pada penggunaan dekomposisi rank untuk
membentuk invers Moore-Penrose dari suatu matriks atas aljabar max-plus tersimetri.
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