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Abstract.  Pada paper ini dipelajari tentang ruang bernorma cone dan ruang hasil 

kali dalam cone, khususnya pada ruang (𝑙2, ‖. ‖𝐶). Selanjutnya dikonstruksi dan 

didefinisikan multiplication pada norma cone dan hasil kali dalam cone sehingga 

diperoleh beberapa sifat aljabar dan aritmatiknya. 

Keywords: Ruang bernorma cone, Ruang hasil kali dalam S-cone, sifat aljabar dan        

aritmatik pada norma cone, hasil kali dalam cone. 

 

 

1. Pendahuluan 

Ruang barisan klasik telah banyak dipelajari lain ruang   𝑐, 𝑐0, 𝑙∞, 𝑙𝑝  , khususnya untuk 

ruang-𝑙2 yang diberikan dengan  𝑙2 ∶= {𝑥 = (𝑥𝑘) ∶ ∑∞
𝑘=1 |𝑥𝑘|2 < ∞ }  dan tentang 

ruang bernormanya dengan norma satandar pada ruang-𝑙2   yaitu norma ‖𝑥‖ =

(∑∞
𝑘=1 |𝑥𝑘|2)

1
2. Selanjutnya dijabarkan ruang hasil kali dalam pada 𝑙2 dan sifat-sifat nya 

yang juga mengaitkan dengan normanya dan juga pada [1] telah dipelajari dan dikaji 

tentang himpunan cone dan ruang bernoma cone. Selanjutnya pada paper ini adalah 

mengembangkan dengan penjabaran ruang bernorma dan hasil kali dalam pada ruang-𝑙2 

dan juga pada kajian [1] sehingga diperoleh penjabaran norma Cone dan hasil kali dalam 

S-cone pada ruang-𝑙2  serta sifat-sifat aljabar dan aritmatiknya.  

Diberikan 𝑋 adalah ruang vektor atas 𝑅 atau ruang linier. Norma- 𝐵 

adalah fungsi ‖. ‖: 𝑋 → 𝑅 yang memenuhi berikut ini: 

(N1). ‖𝑥‖ > 0 untuk semua  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋  dan  ‖𝑥‖ = 0 ⇔ 𝑥 = 𝜃 

(N2). ‖𝛼𝑥‖ = |𝛼|‖𝑥‖ untuk semua l 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dan 𝛼 𝜖 𝑅 

(N3). ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ untuk semua  𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋     

Jika 𝑋 dilengkapi dengan norma-𝐵 , maka 𝑋 disebut ruang bernorma 𝐵 dan jika 𝑋 ruang 

bernorma 𝐵 yang lengkap yaitu jika setiap barisan Cauchy di 𝑋 konvergen, maka disebut 

ruang Banach. 

 

Berikut ini diberikan beberapa contoh: 

Contoh 1: Ruang barisan 𝑐0 ∶= {𝑥 = (𝑥𝑘) ∶  𝑥𝑘 → 0 } dengan norma  

‖𝑥‖ = |𝑥𝑘|  adalah ruang Banach.  
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Contoh 2: Ruang  𝑅𝑛 dengan norma standar ‖𝑥‖ = √(𝑥1)2 + (𝑥2)2 + ⋯ + (𝑥𝑛)2   adalah 

ruang Banach dan   {𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑛} adalah basis standar untuk  𝑅𝑛. 

Selanjutnya akan diberikan tentang himpunan cone sebagai berikut: 

Diberikan 𝑃 adalah subset dari ruang Banach  𝐸, maka  𝑃 disebut cone jika: 

(i) 𝑃  tertutup,  𝑃 tidak kosong, dan  𝑃 ≠ {𝜃} 

(ii) Untuk semua  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑃 dan sebarang 𝑎, 𝑏 bilangan real positip, maka 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 ∈ 𝑃 

(iii) 𝑃 ∩ (−𝑃) = {𝜃}. 

Selain itu suatu cone  𝑃 membentuk urutan parsial   ≼  yang berkaitan  𝑃 dengan  𝑥 ≼ 𝑦 

jika dan hanya jika  𝑦 − 𝑥 ∈ 𝑃  dan  𝑥 ≺ 𝑦 diartikan sebagai  𝑥 ≼ 𝑦 dan 𝑥 ≠ 𝑦, sementara 

itu 𝑥 ≪ 𝑦 artinya   𝑦 − 𝑥 ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑃 (interior dari 𝑃). Selanjutnya selalu dianggap bahwa   E 

adalah ruang Banach dan P adalah cone di E  

serta ≼ adalah urutan parsial yang berkaitan P. 

 

 

2. Metodologi 

Pada paper ini mempelajari dan membahas ruang bernorma, ruang hasil kali dalam serta 

himpunan cone. Selanjutnya mendefinisikan serta mengkonstruksi ruang bernorma cone 

khususnya untuk ruang 𝑙2, untuk mempelajari dan mendefinisikan ruang hasil hasil kali 

dalam S-Cone maka telah diberikan pengertian tentang himpunan S-Cone. 

Selanjutnya dari norma Cone dan hasil kali dalam S-Cone, dibahas beberapa sifat-sifat 

aljabar dan aritmatiknya yaitu penjumlahan, perkalian dengan skalar dan multiplication. 

 

3. Hasil dan Pembahasan  

Pada bahasan ini disajikan penjabaran tentang ruang cone, ruang hasil kali dalam S-cone 

serta penjumlahan, perkalian dengan skalar dan multiplicationnya yang diberikan dengan 

definisi dan teorema-teorema, 

3.1 Ruang berorma cone  

Definisi 3.1.1[3].  Diberikan 𝐸 adalah suatu ruang Banach,  𝑃 adalah cone di  𝐸  dan  𝑋 

adalah ruang vektor (ruang linier) atas 𝑅  , maka norma cone pada 𝑋 adalah fungsi ‖. ‖𝐶 ∶

 𝑋 →  (𝐸, 𝑃, ‖. ‖) yang memenuhi: 

i) ‖𝑥‖𝐶  ≽ 0 untuk semua 𝑥 ∈ 𝑋  

ii) ‖𝑥‖𝐶 = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 0 

iii) ‖𝛼𝑥‖𝐶 = |𝛼| ‖𝑥‖𝐶 untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋 dan 𝛼 𝜖 𝑅 

iv) ‖𝑥 + 𝑦‖𝐶 ≼ ‖𝑥‖𝐶 + ‖𝑦‖𝐶  untuk 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 
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Pasangan (𝑋 , ‖. ‖𝐶)  disebut ruang norma Cone. 

Teorema 3.1.2.  Diberikan ruang barisan   𝑙2 ∶= {𝑥 = (𝑥𝑘) ∶ ∑∞
𝑘=1 |𝑥𝑘|2 < ∞} dan  

‖. ‖𝐶 ∶  𝑙2 →  (𝑅𝑛, 𝑃, ‖. ‖)  dengan  ‖𝑥‖𝐶 = ∑𝑛
𝑘=1 𝑒𝑘‖𝑥‖

𝑙2
, maka ruang 𝑙2  adalah ruang 

bernorma cone. 

Bukti:  

Telah diketahui bahwa ruang 𝑙2 dengan norma ‖𝑥‖ = (∑∞
𝑘=1 |𝑥𝑘|2)

1
2 adalah ruang 

Banach. Akan ditunjukkan bahwa ‖. ‖𝐶 adalah suatu norma cone. Untuk setiap  𝑥, 𝑦 ∈

𝑙2 dan 𝛼 𝜖 𝑅, maka diperoleh 

(CN1). ‖𝑥‖𝐶 = ∑𝑛
𝑘=1 𝑒𝑘‖𝑥‖𝑙2

≽ 𝜃 

(CN2). ‖𝑥‖𝐶 = ∑𝑛
𝑘=1 𝑒𝑘‖𝑥‖𝑙2

= 𝜃 ⇔ ‖𝑥‖𝑙2
= 𝜃 ⇔ 𝑥 = 𝜃 

(CN3). ‖𝛼𝑥‖𝐶 = ∑𝑛
𝑘=1 𝑒𝑘‖𝛼𝑥‖𝑙2

= |𝛼| ∑𝑛
𝑘=1 𝑒𝑘‖𝑥‖𝑙2

= |𝛼| ‖𝑥‖𝐶  

(CN4). ‖𝑥 + 𝑦‖𝐶 = ∑𝑛
𝑘=1 𝑒𝑘‖𝑥 + 𝑦‖𝑙2

≼ 

             (∑

𝑛

𝑘=1

𝑒𝑘( ‖𝑥‖𝑙2
+  ‖𝑦‖𝑙2

))  = ∑

𝑛

𝑘=1

𝑒𝑘‖𝑥‖𝑙2
+ ∑

𝑛

𝑘=1

𝑒𝑘‖𝑦‖𝑙2

= ‖𝑥‖𝐶 + ‖𝑦‖𝐶  

Oleh karena itu ruang 𝑙2  adalah ruang bernorma cone. 

Selanjutnya didefinisikan multiplication pada norma cone sebagi berikut : diberikan  

vektor-vektor 𝑥 dan 𝑦 di ruang bernorma cone (𝑋, ‖. ‖𝐶), maka dapat didefiniskan 

multiplication cone nya dengan  ‖𝑥‖𝐶‖𝑦‖
𝐶

= ∑𝑛
𝑘=1 𝑒𝑘 ‖𝑥‖‖𝑦‖. 

3.2 Ruang hasil kali dalam S-cone 

Definisi 3.2.1 [2] Diberikan 𝑋 adalah ruang vektor atas 𝑅. Suatu hasil kali dalam pada 𝑋 

adalah suatu fungsi     〈. , . 〉: 𝑋 × 𝑋 → 𝑅  yang memenuhi: 

(I.1) 〈𝑥, 𝑦〉 ≥ 0  untuk setiap 𝑥, 𝑦 𝜖 𝑋;  

〈𝑥, 𝑥〉 = 0  jika dan hanya jika 𝑥 = 0; 

(I.2) 〈𝑥, 𝑦〉 = 〈𝑦, 𝑥〉; 

(I.3) 〈𝛼𝑥, 𝑦〉 = 𝛼〈𝑥, 𝑦〉  untuk setiap 𝑥, 𝑦 𝜖 𝑋  dan  𝛼 ∈ 𝑅; 
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(I.4) 〈𝑥 + 𝑦, 𝑧〉 ≤ 〈𝑥, 𝑦〉 + 〈𝑥, 𝑧〉 untuk setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧𝜖 𝑋. 

Pasangan (𝑋, 〈. , . 〉)  disebut ruang hasil kali dalam. 

Ini mudah untuk melihat bahwa ruang 𝑅𝑛 dengan norma standar adalah ruang Banach 

dan jika  𝑃 ⊂ 𝑅𝑛  untuk 𝑅 non negatif, maka  𝑃 adalah cone.  

Dan juga mudah untuk dijabarkan bahwa ruang- 𝑙2 dengan ‖𝑥‖ = 〈𝑥, 𝑦〉
1
2  sebagai norma 

standar adalah ruang Banach. Selanjutnya dengan hasil kali dalam  

〈𝑥, 𝑦〉 = ∑𝑗 𝑥𝑗𝑦𝑗 , maka ruang 𝑙2 merupakan ruang hasil kali dalam. 

Himpunan {𝑒𝑘} adalah suatu basis standar dengan 𝑒𝑘 adalah barisan dengan elemen ke-k 

berniali satu dan yang lain nol 𝑒𝑘 = (0, … ,0,1,0, … )..  

Sudah dijabarkan bahwa pada ruang bernorma 𝑙2, maka suatu fungsi  

‖. ‖𝐶 ∶  𝑙2 →  (𝑅𝑛, 𝑃, ‖. ‖) yang didefinisikan dengan  ‖𝑥‖𝐶 = ∑𝑛
𝑘=1 𝑒𝑘‖𝑥‖

𝑙2
, adalah 

ruang bernorma cone, sehingga ruang 𝑙2  merupakan ruang bernorma cone. 

Jika diberukan 𝑃 adalah subset ruang Banach 𝐸 dan 𝑃 adalah cone, maka didefinisikan 

himpunan 𝑃 = 𝑃 ∪ (−𝑃) dan himpunan  𝑃 ini disebut S-Cone. 

Sehingga dari penjabaran ruang hasil kali dalam dan pengertian himpunan S-cone dapat 

dikonstruksi dan didefinisikan ruang hasil kali dalam S-cone yang diberikan sebagai 

berikut:  

Definisi 3.2.2 Ruang Hasil kali dalam S-cone adalah suatu pasangan terurut (𝑋 , 〈. , . 〉𝐶)  

dengan 𝑋 adalah ruang linear 𝑅 dan    〈. , . 〉𝐶 ∶  𝑋 × 𝑋 →  (𝐸, 𝑃, ‖. ‖) adalah fungsi yang 

memenuhi:  

(IC1)  〈𝑥, 𝑦〉𝐶 ≽ 𝜃  , untuk setiap  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋;  

  〈𝑥, 𝑥〉𝐶 = 𝜃  jika dan hanya jika 𝑥 = 0; 

(IC2)   〈𝑥, 𝑦〉𝐶 = 〈𝑦, 𝑥〉𝐶  , untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋; 

(IC3)  〈𝛼𝑥, 𝑦〉𝐶 = 𝛼〈𝑥, 𝑦〉𝐶 , untuk setiap  𝑥, 𝑦 𝜖 𝑋  dan  𝛼 ∈ 𝑅; 

(IC4) 〈𝑥 + 𝑦, 𝑧〉
𝐶

≼ 〈𝑥, 𝑧〉𝐶 + 〈𝑦, 𝑧〉
𝐶
  , untuk setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋; 

Pasangan  (𝑋, 〈. , . 〉𝐶)  disebut ruang hasil kali dalam S-Cone. 

Ini mudah untuk dilihat bahwa ruang- 𝑙2 dengan ruang hasil kali dalam standar merupakan 
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ruang Banach dan juga merupakan ruang hasil kali dalam S-Cone yang akan diberikan 

dengan teorema berikut: 

Teorema 3.2.3  Diberikan (𝑙2, 〈𝑥, 𝑦〉) adalah ruang hasil kali dalam dan jika didefisikan 

suatu fungsi 〈. , . 〉𝐶 ∶  𝑙2 × 𝑙2 →  (𝑅𝑛, 𝑃, ‖. ‖) dengan  〈𝑥, 𝑦〉
𝐶

= ∑𝑛
𝑘=1 𝑒𝑘〈𝑥, 𝑦〉, maka 

〈. , . 〉𝐶 adalah hasil kali dalam S-cone pada ruang-𝑙2. 

Bukti: 

(IC1) Karena 〈𝑥, 𝑦〉 ≥ 0,  maka  〈𝑥, 𝑦〉
𝐶

= ∑𝑛
𝑘=1 𝑒𝑘〈𝑥, 𝑦〉 ≽ 𝜃  untuk setiap  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋;  

Selanjutnya 〈𝑥, 𝑥〉𝐶 = ∑𝑛
𝑘=1 𝑒𝑘〈𝑥, 𝑥〉 = 𝜃 jika dan hanya jika 𝑒𝑘〈𝑥, 𝑥〉 = 0 atau  

Jika dan hanya jika  〈𝑥, 𝑥〉 = 0  atau jika dan hanya jika 𝑥 = 0  

 yang berarti bahwa  〈𝑥, 𝑥〉𝐶 = 𝜃 jika dan hanya jika  𝑥 = 0. 

(IC2)  〈𝑥, 𝑦〉
𝐶

= ∑𝑛
𝑘=1 𝑒𝑘〈𝑥, 𝑦〉 = ∑𝑛

𝑘=1 𝑒𝑘〈𝑦, 𝑥〉 = 〈𝑦, 𝑥〉
𝐶
 untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dan  

𝛼 𝜖 𝑅; 

 Dengan demkian  〈𝑥, 𝑦〉
𝐶

= 〈𝑦, 𝑥〉
𝐶
 

(IC3) 〈𝛼𝑥, 𝑦〉
𝐶

= ∑𝑛
𝑘=1 𝑒𝑘〈𝛼𝑥, 𝑦〉 = 𝛼 ∑𝑛

𝑘=1 𝑒𝑘〈𝑥, 𝑦〉 = 𝛼〈𝑥, 𝑦〉
𝐶  untuk setiap  

𝑥, 𝑦 𝜖 𝑋  dan  𝛼 ∈ 𝑅; 

(IC4) 〈𝑥 + 𝑦, 𝑧〉
𝐶

= ∑𝑛
𝑘=1 𝑒𝑘〈𝑥 + 𝑦, 𝑧〉 ≼ ∑𝑛

𝑘=1 𝑒𝑘〈𝑥, 𝑦〉 + ∑𝑛
𝑘=1 𝑒𝑘〈𝑥, 𝑧〉 

= 〈𝑥, 𝑧〉𝐶 + 〈𝑦, 𝑧〉
𝐶
  Untuk setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 . 

Pada ruang hasil kali dalam S-cone, dua vektor 𝑥 dan 𝑦 adalah orthogonal jika dan hanya 

jika 〈𝑥, 𝑦〉
𝐶

= 𝜃. 

3.3 Beberapa sifat Aljabar dan Aritmatik norma cone dan hasil kali dalam S-cone  

Sifat Aljabar dan aritmatika dari norma cone dan hasil kali dalam cone diantaranya 

penjumlahan, perkalian dengan skalar dan multiplication diberikan sebagi berikut:  

Diberikan vektor-vektor 𝑥 dan 𝑦 di ruang bernorma cone (𝑋, ‖. ‖𝐶), dan ‖𝑥‖𝐶 = ‖𝑥‖,  

maka multiplication cone nya dengan  ‖𝑥‖𝐶‖𝑥‖𝐶 = ‖𝑥‖‖𝑥‖. 

Teorema 3.3.1    Diberikan ruang barisan  𝑙2 ∶= {𝑥 = (𝑥𝑘) ∶ ∑∞
𝑘=1 |𝑥𝑘|2 < ∞} dan  

‖. ‖𝐶 ∶  𝑙2 →  (𝑅𝑛, 𝑃, ‖. ‖)  dengan  ‖𝑥‖𝐶 = ∑𝑛
𝑘=1 𝑒𝑘‖𝑥‖

𝑙2
 ,  maka  



Seminar Nasional Matematika, Geometri, Statistika, dan Komputasi 
SeNa-MaGeStiK 2022 

https://magestic.unej.ac.id/   

 

307 

 

i) Penjumlahan:  ‖𝑥‖𝐶 + ‖𝑦‖𝐶 = ∑𝑛
𝑘=1 𝑒𝑘(‖𝑥‖𝑙2

+ ‖𝑦‖𝑙2
). 

ii) Perkalian dengan skalar: ‖𝛼𝑥‖𝐶 = |𝛼|‖𝑥‖𝐶. 

iii) Pergandaan ‖𝑥‖𝐶‖𝑥‖𝐶 = ∑𝑛
𝑘=1 𝑒𝑘‖𝑥‖𝑙2

‖𝑥‖𝑙2
 

Bukti: 

i) ‖𝑥‖𝐶 + ‖𝑦‖𝐶 = ∑𝑛
𝑘=1 𝑒𝑘‖𝑥‖𝑙2

+ ∑𝑛
𝑘=1 𝑒𝑘‖𝑦‖𝑙2

= ∑𝑛
𝑘=1 𝑒𝑘(‖𝑥‖𝑙2

+

‖𝑦‖𝑙2
). 

 

ii) ‖𝛼𝑥‖𝐶 = ∑𝑛
𝑘=1 𝑒𝑘‖𝛼𝑥‖𝑙2

= |𝛼| ∑𝑛
𝑘=1 𝑒𝑘‖𝑥‖𝑙2

= |𝛼|‖𝑥‖𝐶. 

 

iii) ‖𝑥‖𝐶‖𝑥‖𝐶 = (‖𝑥‖𝐶)2 = ∑𝑛
𝑘=1 𝑒𝑘(‖𝑥‖𝑙2

)
2

= ∑𝑛
𝑘=1 𝑒𝑘‖𝑥‖𝑙2

‖𝑥‖𝑙2
. 

Teorema 3.3.2 Diberikan (𝑙2, 〈𝑥, 𝑦〉) adalah ruang hasil kali dalam dan jika didefinisikan 

suatu fungsi 〈. , . 〉𝐶 ∶  𝑙2 × 𝑙2 →  (𝑅𝑛, 𝑃, ‖. ‖) dengan   

〈𝑥, 𝑦〉
𝐶

= ∑𝑛
𝑘=1 𝑒𝑘〈𝑥, 𝑦〉, maka  

i) Penjumlahan: 

  〈𝑥, 𝑦〉
𝐶

+ 〈𝑥, 𝑦〉
𝐶

= ∑𝑛
𝑘=1 𝑒𝑘(〈𝑥, 𝑦〉 + 〈𝑥, 𝑦〉) 

ii) Perkalian dengan skalar: 

 〈𝛼𝑥, 𝑦〉
𝐶

= 𝛼〈𝑥, 𝑦〉
𝐶

. 

Bukti:  

1) Penjumlahan: 

 〈𝑥, 𝑦〉
𝐶

+ 〈𝑥, 𝑦〉
𝐶

= ∑𝑛
𝑘=1 𝑒𝑘〈𝑥, 𝑦〉 + ∑𝑛

𝑘=1 𝑒𝑘〈𝑥, 𝑦〉 = ∑𝑛
𝑘=1 𝑒𝑘(〈𝑥, 𝑦〉 +

〈𝑥, 𝑦〉). 

ii) Perkalian dengan skalar: 

 〈𝛼𝑥, 𝑦〉
𝐶

= ∑𝑛
𝑘=1 𝑒𝑘〈𝛼𝑥, 𝑦〉 = ∑𝑛

𝑘=1 𝑒𝑘𝛼〈𝑥, 𝑦〉 = 𝛼 ∑𝑛
𝑘=1 𝑒𝑘〈𝑥, 𝑦〉 =

𝛼〈𝑥, 𝑦〉
𝐶
. 

Selanjutnya diberikan penjabaran sifat-sifat berikut: 
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Pada ruang hasil kali dalam S-cone telah dijabarkan bahwa 〈𝑥, 𝑥〉𝐶 = ‖𝑥‖𝐶‖𝑥‖𝐶, 

dan pada hasil kali dalam telah menjabarkan dengan mendefinisikan bahwa 〈𝑥, 𝑥〉 =

‖𝑥‖‖𝑥‖ dan juga 〈𝑥, 𝑦〉 ≤ 〈𝑥, 𝑥〉〈𝑦, 𝑦〉  sehingga diperoleh penjabaran untuk hasil kali dalam 

S-cone yang diberikan sebagai berikut: 

  〈𝑥, 𝑦〉
𝐶

 = ∑𝑛
𝑘=1 𝑒𝑘〈𝑥, 𝑦〉  ≼ ∑𝑛

𝑘=1 𝑒𝑘〈𝑥, 𝑥〉〈𝑦, 𝑦〉 = ∑𝑛
𝑘=1 𝑒𝑘(‖𝑥‖2‖𝑦‖2) 

= ∑𝑛
𝑘=1 𝑒𝑘〈𝑥, 𝑥〉〈𝑦, 𝑦〉. 

Dengan kata lain diperoleh bahwa 〈𝑥, 𝑦〉
𝐶

≼ ∑𝑛
𝑘=1 𝑒𝑘〈𝑥, 𝑥〉〈𝑦, 𝑦〉. 

 

4. Kesimpulan  

Norma Cone dan hasil kali dalam S-cone diperoleh penjabaran tentang pendefinisikan 

penjumlahan, perkalian dengan skalar dan multiplication nya. Dan hasil kajian ini bisa 

dilanjutkan lebih detail tentang sifat-sifat dan keterkaitan antara norma cone dan hasil kali 

dalam S-cone nya. 
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