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Abstract. Pada paper ini dipelajari tentang ruang bernorma cone dan ruang hasil
kali dalam cone, khususnya pada ruang (lz, Il ||C). Selanjutnya dikonstruksi dan
didefinisikan multiplication pada norma cone dan hasil kali dalam cone sehingga
diperoleh beberapa sifat aljabar dan aritmatiknya.
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1. Pendahuluan

Ruang barisan klasik telah banyak dipelajari lain ruang c, ¢y, l, I, , khususnya untuk
ruang-l, yang diberikan dengan [, :={x = (xy) : Xreq |xx]> <} dan tentang
ruang bernormanya dengan norma satandar pada ruang-l,  yaitu norma |x| =

(Creq kalz)%- Selanjutnya dijabarkan ruang hasil kali dalam pada [, dan sifat-sifat nya
yang juga mengaitkan dengan normanya dan juga pada [1] telah dipelajari dan dikaji
tentang himpunan cone dan ruang bernoma cone. Selanjutnya pada paper ini adalah
mengembangkan dengan penjabaran ruang bernorma dan hasil kali dalam pada ruang-[,
dan juga pada kajian [1] sehingga diperoleh penjabaran norma Cone dan hasil kali dalam
S-cone pada ruang-[, serta sifat-sifat aljabar dan aritmatiknya.

Diberikan X adalah ruang vektor atas R atau ruang linier. Norma- B
adalah fungsi ||.||: X = R yang memenuhi berikut ini:

(N21). ||x|| > O untuk semua x,y € X dan ||x]| =0 x=6

(N2). x| = |a|||1x|| untuk semua l x,y € X dan a € R

(N3). ||x + y|l < lIx]| + ||ly]| untuk semua x,y,z € X
Jika X dilengkapi dengan norma-B , maka X disebut ruang bernorma B dan jika X ruang
bernorma B yang lengkap yaitu jika setiap barisan Cauchy di X konvergen, maka disebut
ruang Banach.

Berikut ini diberikan beberapa contoh:
Contoh 1: Ruang barisan ¢, := {x = (x;) : x; — 0} dengan norma
llx|| = |x;| adalah ruang Banach.
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Contoh 2: Ruang R™ dengan norma standar |lx|| = v/ (x1)2 + (x2)2 + -+ + (x,)? adalah
ruang Banach dan {e,, e,, ..., e, } adalah basis standar untuk R™.

Selanjutnya akan diberikan tentang himpunan cone sebagai berikut:

Diberikan P adalah subset dari ruang Banach E, maka P disebut cone jika:

(i) P tertutup, P tidak kosong, dan P # {6}

(i) Untuk semua x,y € P dan sebarang a, b bilangan real positip, maka ax + by € P
(iii) P n(—P) = {6}.

Selain itu suatu cone P membentuk urutan parsial =< yang berkaitan P dengan x <y
jikadan hanya jika y — x € P dan x < y diartikan sebagai x < y dan x # y, sementara
itu x < yartinya y —x € int P (interior dari P). Selanjutnya selalu dianggap bahwa E
adalah ruang Banach dan P adalah cone di E

serta < adalah urutan parsial yang berkaitan P.

2. Metodologi

Pada paper ini mempelajari dan membahas ruang bernorma, ruang hasil kali dalam serta
himpunan cone. Selanjutnya mendefinisikan serta mengkonstruksi ruang bernorma cone
khususnya untuk ruang [,, untuk mempelajari dan mendefinisikan ruang hasil hasil kali
dalam S-Cone maka telah diberikan pengertian tentang himpunan S-Cone.

Selanjutnya dari norma Cone dan hasil kali dalam S-Cone, dibahas beberapa sifat-sifat
aljabar dan aritmatiknya yaitu penjumlahan, perkalian dengan skalar dan multiplication.

3. Hasil dan Pembahasan

Pada bahasan ini disajikan penjabaran tentang ruang cone, ruang hasil kali dalam S-cone
serta penjumlahan, perkalian dengan skalar dan multiplicationnya yang diberikan dengan
definisi dan teorema-teorema,

3.1 Ruang berorma cone

Definisi 3.1.1[3]. Diberikan E adalah suatu ruang Banach, P adalah cone di E dan X
adalah ruang vektor (ruang linier) atas R , maka norma cone pada X adalah fungsi |. ||, :
X — (E,P,|.]) yang memenuhi:

i) |lx|lc = 0 untuk semua x € X

i) ||x|lc = 0 jika dan hanya jika x = 0

i) ||ax]||c = || ||x||c untuk setiap x € X dan a € R

V) lx +ylle < llxllc + llyllc untukx,y € X
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Pasangan (X, |.1l.) disebut ruang norma Cone.
Teorema 3.1.2. Diberikan ruang barisan [, := {x = (x;) : Xpe1  |xx|? < o} dan

I-llc: Lz = (R™P,I.1) dengan |ix|l, = Xk exlixlly,, maka ruang [, adalah ruang
bernorma cone.

Bukti:

1
Telah diketahui bahwa ruang [, dengan norma (x| = (Zj=; I|xxl?)? adalah ruang
Banach. Akan ditunjukkan bahwa ||. ||, adalah suatu norma cone. Untuk setiap x,y €
[, dan a € R, maka diperoleh

(CNI). llxllc = Xk=1  exllxll,, > 6

(CN2). lixllc = Xk=1  exllxll, =0 < llxll;, =0 o x =6

(CN3). llaxllc = Xk=1  exllaxlly, = lal Xi=1  exllxll;, = lal llxllc
(CN4). |lx + yllc = Zie=1  exllx +¥lly, <

n n

n
> el + Ivln) | =) edixll, + ) el
k=1

k=1 k=1
= llxllc + llyllc

Oleh karena itu ruang [, adalah ruang bernorma cone.

Selanjutnya didefinisikan multiplication pada norma cone sebagi berikut : diberikan
vektor-vektor x dan y di ruang bernorma cone (X, ||.||C), maka dapat didefiniskan
multiplication cone nya dengan |ix|I lIyll, = =1 ex XNyl

3.2 Ruang hasil kali dalam S-cone

Definisi 3.2.1 [2] Diberikan X adalah ruang vektor atas R. Suatu hasil kali dalam pada X
adalah suatu fungsi  (.,.): X X X - R yang memenuhi:

(1.1) (x,y) = 0 untuk setiap x,y € X;
(x,x) =0 jika dan hanya jika x = 0;
(12) (x,y) = (v, x);

(1.3) (ax,y) = a{x,y) untuk setiap x,y € X dan a € R;
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(1.4) (x + y,2) < (x,y) + (x, z) untuk setiap x, y, ze X.
Pasangan (X, (.,.)) disebut ruang hasil kali dalam.

Ini mudah untuk melihat bahwa ruang R™ dengan norma standar adalah ruang Banach
dan jika P < R™ untuk R non negatif, maka P adalah cone.

Dan juga mudah untuk dijabarkan bahwa ruang- [, dengan ||x|| = (x, y)% sebagai norma
standar adalah ruang Banach. Selanjutnya dengan hasil kali dalam

GLY)Y=% %Y, maka ruang [, merupakan ruang hasil kali dalam.

Himpunan {e;} adalah suatu basis standar dengan e, adalah barisan dengan elemen ke-k
berniali satu dan yang lain nol e, = (0, ...,0,1,0, ...)..

Sudah dijabarkan bahwa pada ruang bernorma [,, maka suatu fungsi

Il : Iz = (R™ P,|I.1I) yang didefinisikan dengan x|, = X1 exlixll,, adalah

ruang bernorma cone, sehingga ruang [, merupakan ruang bernorma cone.

Jika diberukan P adalah subset ruang Banach E dan P adalah cone, maka didefinisikan
himpunan P = P U (—P) dan himpunan P ini disebut S-Cone.

Sehingga dari penjabaran ruang hasil kali dalam dan pengertian himpunan S-cone dapat
dikonstruksi dan didefinisikan ruang hasil kali dalam S-cone yang diberikan sebagai
berikut:

Definisi 3.2.2 Ruang Hasil kali dalam S-cone adalah suatu pasangan terurut (X ,¢.,.).)
dengan X adalah ruang linear R dan  (.,.). : X x X - (E, P, |..||) adalah fungsi yang
memenuhi:

(IC1) (x,y)c =6 ,untuk setiap x,y € X;
(x,x)c = 0 jika dan hanya jika x = 0;
(IC2) (x,y)c = V. x)c untuk setiap x,y € X;
(IC3) (ax,y)c = a{x,y).,untuk setiap x,y € X dan a € R;
(IC4) (x+y,2),<(x,2), +(y,2), ,untuk setiap x,y,z € X;
Pasangan (X,({.,.)) disebut ruang hasil kali dalam S-Cone.

Ini mudah untuk dilihat bahwa ruang- [, dengan ruang hasil kali dalam standar merupakan
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ruang Banach dan juga merupakan ruang hasil kali dalam S-Cone yang akan diberikan
dengan teorema berikut:

Teorema 3.2.3  Diberikan (I, (x, y)) adalah ruang hasil kali dalam dan jika didefisikan
suatu fungsi (.,.)c : [ Xl > (R™,P,|.|I) dengan (x,y). = Xk=1 ex(x,y), maka
(-,+)¢ adalah hasil kali dalam S-cone pada ruang-I,.

Bukti:

(IC1) Karena(x,y) =0, maka (x,y). = Xk=1 ex(x,y) = 6 untuksetiap x,y € X;
Selanjutnya (x, x)c = X1 er{x,x) = 0 jika dan hanya jika e, (x, x) = 0 atau
Jika dan hanya jika (x,x) = 0 atau jika dan hanya jika x = 0
yang berarti bahwa (x, x), = 6 jika dan hanya jika x = 0.

(IC2) (x,¥)p =Xk=1 exx,y)=2k=1 ex(y,X) = (¥,X). untuk setiap x, y € X dan

aeR;

Dengan demkian (x,y). = (y,x),

(IC3) (ax,¥), = Xk=1 exlax,y) =aXi=1 exX,y)=ax,y), untuk setiap
x,y€eX dan a €R;

(IC4) (x+y,2), =Xk=1 e(x+y,2)<Xk=1 ey +Xk=1 ex(x,2)
= (X, 2); + (¥, 2), Untuk setiap x,y,z € X .

Pada ruang hasil kali dalam S-cone, dua vektor x dan y adalah orthogonal jika dan hanya
jika (x,y). = 6.

3.3 Beberapa sifat Aljabar dan Aritmatik norma cone dan hasil kali dalam S-cone

Sifat Aljabar dan aritmatika dari norma cone dan hasil kali dalam cone diantaranya
penjumlahan, perkalian dengan skalar dan multiplication diberikan sebagi berikut:

Diberikan vektor-vektor x dan y di ruang bernorma cone (X, ||.||C), dan Jix|I, = lixll,
maka multiplication cone nya dengan x|l lIxll. = lIx]lllx]|.

Teorema 3.3.1 Diberikan ruang barisan [, := {x = (x;) : Xpe1 |xx|? < o} dan

Il s L= (R™ P,I.11) dengan |ix|l, = Xk=4 erllxll, » maka

306



Seminar Nasional Matematika, Geometri, Statistika, dan Komputasi
SeNa-MaGeStiK 2022
https://magestic.unej.ac.id/

i) Penjumlahan: |lxllc + lIyllc = Zk=1  ex(llxlle, + I¥Il,)-
ii) Perkalian dengan skalar: ||ax||; = |al|||x]|c-

iii) Pergandaan |x|lcllxllc = Xk=1  exllxlls, llxll,

Bukti:

) llxllc + IVlle = Zhey erllxlly, + Zier exlyll, =Zietr  ex(llxlly, +
Ivll2,)-

i) lax|lc = Xk=1 exllax|l, = la| Xi=1 exllxll, = lalllx|lc.

2

iii) [[xllcllxllc = (lxlle)? = Xher ee(llxll,)” =Tkt erllxlly, lIxIl,-

Teorema 3.3.2 Diberikan (I, (x, y)) adalah ruang hasil kali dalam dan jika didefinisikan
suatu fungsi (.,.), : Il X I, » (R™,P,|.|)) dengan

(X, V) = Lk=1 ex(x,y), maka
i) Penjumlahan:
XY+ 0V =2Zk=1  ex(x,y) +x,y)
ii) Perkalian dengan skalar:
(@x,y)e = a(x,y).
Bukti:

1) Penjumlahan:

XY H XY =2k=1 ety + k=1 exy)=Xk=1 ex((xy)+
x, y).

ii) Perkalian dengan skalar:

(@x,y), = Vet elax,y) = Yioy e y) =a¥i,  euxy) =
a,y) .

Selanjutnya diberikan penjabaran sifat-sifat berikut:
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Pada ruang hasil kali dalam S-cone telah dijabarkan bahwa (x, x),. = [Ix||-llx|l

dan pada hasil kali dalam telah menjabarkan dengan mendefinisikan bahwa (x,x) =
||| ||| dan juga (x, y) < (x, x)(y,y) sehingga diperoleh penjabaran untuk hasil kali dalam
S-cone yang diberikan sebagai berikut:

Y =2k=1 ey S k= e 0wy =Xk=1  exxI®Iyi?)

=Yk=1 e, XXy, V).

Dengan kata lain diperoleh bahwa (x, y). < X¢=1  ex(x, x)(¥, y).

4. Kesimpulan

Norma Cone dan hasil kali dalam S-cone diperoleh penjabaran tentang pendefinisikan
penjumlahan, perkalian dengan skalar dan multiplication nya. Dan hasil kajian ini bisa
dilanjutkan lebih detail tentang sifat-sifat dan keterkaitan antara norma cone dan hasil kali
dalam S-cone nya.
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