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ABSTRACT 

Misalkan G adalah graf terhubung dan sederhana, dinotasikan sebagai 𝐺 =
 (𝑉, 𝐸), dengan 𝑉 adalah himpunan titik dan 𝐸 = 𝑢𝑤 adalah sebuah sisi. Jarak 

antara titik v dan sisi e dinotasikan sebagai 𝑑𝐺(𝑒, 𝑣) = 𝑚𝑖𝑛 {𝑑(𝑢, 𝑣), 𝑑(𝑤, 𝑣)}. Titik 

𝑤 ∈  𝑉 membedakan dua sisi 𝑒1, 𝑒2 ∈  𝐸 jika 𝑑𝐺(𝑒1, 𝑤) ≠ 𝑑𝐺(𝑒2, 𝑤). Himpunan 

titik W dari graf terhubung G adalah generator dimensi metrik sisi  pada G jika 

untuk setiap dua sisi dari G dibedakan oleh beberapa titik dari 𝑆. Dimensi metrik 

sisi merupakan kardinalitas minimum dari semua genetor dimensi metrik sisi  pada 

G yang dilambangkan dengan dim𝐸(𝐺). Pada Penelitian ini, akan diteliti dimensi 

metrik sisi pada beberapa keluarga graf tangga yaitu graf tangga 𝐿𝑛 dan graf 

tangga miring 𝑆𝐿𝑚, untuk 𝑚, 𝑛 ≥ 2.  
 

Keyword : Dimensi Metrik Sisi, Generator Dimensi Metrik Sisi. Keluaraga Graf 

Tangga.   
 

PENDAHULUAN  

Dimensi Metrik sisi adalah salah topik dalam pembahasan mengenai jarak dalam 

graf. Topik ini merupakan pengembangan dari topik dimensi metrik yamg pertama kali 

diperkenalkan oleh Slater [7], Harary dan Melter [6]. Pada pembahasan mengenai 

dimensi metrik, fokus pembahasan kita hanya terletak pada jarak antar titik. Namun, pada 

pembahan mengenai dimensi metrik sisi pembahasan kita menjadi lebih kompleks. Pada 

topik ini kita juga mempertimbangkan serta menganalisis jarak antara titik dan sisi pada 

suatu graf.  

Konsep mengenai dimensi metrik dapat diaplikasikan dalam bebarapa bidang. 

Salah satunya adalah menentukan koordinat navigasi suatu alat transportasi misalnya 

automous electric shuttle bus. Dengan menerapkan konsep dimensi metrik, automous 

electric shuttle bus bergerak berdasarkan koordinat dari suatu titik atau lokasi menuju 

koordinat atau lokasi yang lainnya. Konsep dimensi metrik  mampu meminimalkan 

kesalahan yang terjadi dalam menerjemahkan petunjuk (kode) yang didapatkan dari titik-

titik lokasi pemberhentian tersebut. Oleh karena itu, kode yang berbeda dan unik harus 

didapatkan pada setiap titik lokasi pada bidang gerak automous electric shuttle bus harus. 

Jika posisi lokasi pemberhentian dipandang sebagai titik dan lintasan yang dilalui 

automous electric shuttle bus dipandang sebagai sebuah sisi, maka bidang gerak 

automous electric shuttle bus dapat direpresentasikan sebagai graf. 

Misalkan G adalah graf terhubung dan sederhana dengan 𝑉 himpunan titik dan 𝐸 

himpunan sisi [5]. Jarak antara simpul u dan v didefinisikan sebagai lintasan terpendek 

dari simpul u ke v di G dan dinotasikan 𝑑(𝑢, 𝑣). Jika diberikan suatu himpunan terurut 

𝑊 = {𝑤1, 𝑤2, 𝑤3, … , 𝑤𝑘} ⊆ 𝑉(𝐺) dari simpul-simpul dalam graf terhubung 𝐺 dan 
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simpul v di V (G), maka representasi dari simpul 𝑣 terhadap 𝑊 adalah 𝑟(𝑣│𝑊) =
(𝑑(𝑣, 𝑤1 ), 𝑑(𝑣, 𝑤2 ), … , 𝑑(𝑣, 𝑤𝑘 )). Jika 𝑟(𝑣|𝑊) untuk setiap simpul 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺) bebeda, 

maka W disebut sebagai himpunan pembeda dari V(G). Kardinalitas minimum dari 

himpunan pembeda atau basis dari G disebut dimensi metrik[2, 3, 4].   

Pada topik mengenai dimensi metrik sisi, kita juga mempertimbangkan jarak antara 

titik dan siis pada suatu graf. Jarak antara titik v dan sisi e dinotasikan sebagai dG(e, v) =
min {d(u, v), d(w, v)}. Titik w ∈  V membedakan dua sisi pembeda e1, e2 ∈  E jika 

dG((e1, w) ≠ (e2, w)). Himpunan titik W dari graf terhubung G adalah metrik pembeda 

sisi pada G jika untuk setiap dua sisi dari G dibedakan oleh beberapa titik dari S. Dimensi 

metrik sisi merupakan kardinalitas minimum dari semua generator dimensi metrik  pada 

graf 𝐺 yang dilambangkan dengan dim𝐸(𝐺) [1,8]. 
Pada artikel ini akan dibahas mengenai dimensi metrik pada keluarga graf tangga 

yaitu graf tangga 𝐿𝑛 dan graf tangga miring 𝑆𝐿𝑛.  

 

METODE PENELITIAN 

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode deduktif aksiomatik 

dan metode pendeteksi pola. 

a. Metode deduktif aksiomatik 

Metode ini merupakan suatu metode penelitian yang menerapkan prinsip 

pembuktian yang berlaku pada logika matematika dengan menggunakan aksioma 

atau teorema yang telah tersedia sebelumnya. Setelah itu diterapkan pada analisis 

dimensi metrik sisi pada keuarga graf tangga . 

b. Metode pendetteksi pola 

Metode pendetteksi pola metode yang digunakan untuk menentukan pola, baik 

kardinalitas maupun dimensi metrik sisi.pada keluarga graf tangga.   

 

Penelitian ini bersifat eksploratif yang bertujuan untuk menemukan sesuatu hal 

yang baru yang ingin diketahui peneliti dan hasilnya dapat digunakan sebagai bahan 

kajian untuk penelitian selanjutnya. Penelitian ini termasuk penelitian eksploratif sebab 

tujuan dari penelitian ini untuk memberikan gambaran dasar dari topik pembahasan, 

mengembangkan gagasan dan teori yang bersifat dapat diubah, dan mengembangkan teori 

yang membuka kemungkinan diadakan penelitian lanjutan mengenai topik yang dibahas.  

 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

Pada bab ini akan dibahas mengena hasil penelitian mengenai dimensi metrik sisi 

pada keluarga graf tangga. Penelitian ini diawali dengan memilih jenis graf yang akan 

diteliti. Selanjutnya, dilakukan penentuan kardinalitas dari keluarga graf tangga yang 

akan diteliti. Kemudian melakukan pencarian generator dimensi metrik sisi pada graf 

yang telah dipilih, hingga didapatkan generator dimensi metrik sisi paling minimum. 

Banyaknya elemen dari himpunan generator dimensi metrik sisi paling minimum tersebut 

merupakan dimensi metrik sisi yang akan disajikan dalam beberapa teorema yang dapat 

digunakan untuk peneliti lain. Berikut adalah hasil penelitian mengenai dimensi metrik 

sisi pada keluarga graf tangga.  
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Teorema 1. Dimensi metrik sisi pad agraf tangga 𝑳𝒏 adalah 2 untuk 𝒏 ≥ 𝟐 

 

Bukti. Graf tangga 𝐿𝑛 adalah suatu graf  tidak berarah dan merupakan graf planar dengan 

kardinalitas titik dan kardinalitas sisi sebagai berikut : 2𝑛 dan 3𝑛 − 2. Misalkan 

himpunan titik dan himpunan sisi pada graf 𝐺 = 𝐿𝑛 didefinisikan sebagai berikut 𝑝 =

𝑉(𝐿{𝑛,𝑚}) = {𝑥𝑖;  1 ≤   𝑖 ≤  𝑛} ∪ {𝑦𝑖;  1 ≤  𝑖 ≤   𝑛}𝑑𝑎𝑛 𝑞 = 𝐸(𝐿{𝑛}) = {𝑥𝑖 𝑥{𝑖+1};  1 ≤

 𝑖 ≤  𝑛 − 1} ∪ {𝑦𝑖 𝑦{𝑖+1};  1 ≤  𝑖 ≤  𝑛 − 1} ∪ {𝑥𝑖𝑦𝑖;  1 ≤  𝑖 ≤  𝑛}. Untuk membuktikan 

dimensi metrik sisi pada graf tangga 𝐿𝑛 adalah dua untu n ≥  2 maka kita harus 

melakukan analisis batas atas dan batas bawah pada dimensi metriksisi pada graf tangga 

𝐿𝑛 tersebut.   

 

Pertama, kita akan menunjukkan bahwa dimensi metrik sisi pada graf tersebut adalah 

𝑑𝑖𝑚𝐸(𝐿𝑛) ≤  2. Misalkan kita memilih generator dimensi metrik sisi dari  graf tangga 𝐿𝑛 

adalah 𝑆 = {𝑦𝑖, 𝑦𝑛}. Dengan memilih generator dimensi metrik sisi tersebut, kita 

mendapatkan representasi dari keseluruhan sisi yang ada pada graf tangga 𝑒 ∈  𝐸(𝐿{𝑛}) 

terhadap 𝑆 yang dapat dilihat pada table 1 berikut ini:  
 

Tabel 1. Representasi Sisi dari 𝒆 ∈ 𝐋𝐧  terhadap S 

𝑒 𝑟(𝑒|𝑆) Kondisi 

𝑥𝑖𝑥𝑖+1 (𝑖, 𝑛 − 𝑖) 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1 
𝑦𝑖𝑦𝑖+1 (𝑖 − 1, 𝑛 − 𝑖 − 1) 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1 

𝑥𝑖𝑦𝑖  (𝑖 − 1, 𝑛 − 1) 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 

 

Berdasarkan Tabel 1 tersebut, kita dapat melihat bahwa keseluhan representasi dari 

sisi pada graf tangga terhadap generator dimensi metrik sisi berbeda. Representasi dari  

sisi 𝑥𝑖𝑥𝑖+1 adalah (𝑖, 𝑛 − 𝑖), representasi dari sisi  𝑦𝑖  𝑦𝑖+1 adalah   

(𝑖 − 1, 𝑛 − 𝑖 − 1), dan representasi dari sisi  

𝑥𝑖𝑦𝑖 adalah (𝑖 − 1, 𝑛 − 1).  Berdasarkan analisis tersebut, kita dapat menyimpulkan 

bahwa batas atas dari dimensi metrik sisi pada graf tangga adalah dua atau 𝑑𝑖𝑚𝐸(𝐺) ≤  2. 

Selanjutnya kita akan menganalisis batas bawah dari dimensi metrik sisi pada graf 

tangga 𝐿𝑛. Kita akan membuktika bahwa 𝑑𝑖𝑚𝐸(𝐿𝑛) ≥  2. Untuk membuktikan batas 

bawah tersebut, kita misalkan 𝑑𝑖𝑚𝐸(𝐿𝑛) <  2, misalkan |𝑆|=1. Dengan 

mempertimbangkan bahwa kardinalitas dari generator metrik sisi adalah 1, maka akan 

ada beberapa kemungkinan peletakan dari generator dimensi metrik sisi pada graf 𝐿𝑛. 

Berikut adalah beberapa kemungkinan tersebut: 

a. Misalkan kita memilih generator dimensi metrik sisi pada 𝐿𝑛 yaitu 𝑥𝑖. Jika kita 

memiliki hanya satu titik pada 𝑥𝑖 sebagai generator dimensi metrik sisi, maka 

akan ada beberapa sisi yang memiliki representasi yang sama terhadap S. Sisi 

tersebut anatara lain adalah sebagai berikut : 𝑟(𝑦𝑖𝑦𝑖+1, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1|𝑆) =

 𝑟(𝑥𝑖𝑦𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1|𝑆)  serta 𝑟(𝑥𝑖𝑥𝑖+1, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1|𝑆) =

 𝑟(𝑥𝑖𝑦𝑖 , 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1|𝑆).  

b. Kemungkinan kedua, kita meletakkan generator dimensi metrik sisi pada titik 

𝑦𝑖 . Jika kita memilih hanya satu titik sebagai generator dimensi metrik sisi pada 
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graf 𝐿𝑛 yang terletak di 𝑦𝑖,  maka hal ini akan menyalahi definisi dari dimensi 

metrik sisi dimana keseluruhan representasi dari sisi terhadap S haruslah 

berbeda. Namun, jika kita hanya memiliki satu titik sebagai generator dimensi 

metrik sisi yang terletak di 𝑦𝑖 maka akan ada sisi yang memiliki representasi 

yang sama yaitu :  𝑟(𝑥𝑖𝑥𝑖+1, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1|𝑆) =  𝑟(𝑥𝑖𝑦𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1|𝑆)  

dan 𝑟(𝑦𝑖𝑦𝑖+1, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1|𝑆) =  𝑟(𝑥𝑖𝑦𝑖 , 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1|𝑆).  

Berdasarkan analisis tersebut, maka tidaklah mungkin jika 𝑑𝑖𝑚𝐸(𝐿𝑛) <  2. Hal 

tersebut akan menjadi suatu kontradiksi dengan definisi dari dimensi metrik sisi dimana  

dG(e1, w) ≠  dG(e2, w) untuk e1, e2 ∈  E.  Oleh karena itu, batas bawah dari dimensi 

metrik sisi pada graf tangga seharusnya adalah  𝑑𝑖𝑚𝐸(𝐺) ≥  2.  

Berdasarkan batas atas dan batas bawah yang telah dianalisis, maka didapatkan 

𝑑𝑖𝑚𝐸(𝐿𝑛) ≤  2 dan 𝑑𝑖𝑚𝐸(𝐿𝑛) ≥  2.  Dengan adanya fakta tersebut, kita dapat 

menyimpulkan bahwa 𝑑𝑖𝑚𝐸𝐿𝑛 =  2.  Comtoh dari dimensi metrik sisi pada graf tangga 

𝐿7 dapat dilihat pada gambar 1. Titik yang bergambar merah merupakan generator 

dimensi metrik sisi pada graf 𝐿7. 

 

 

 

 

 

Gambar 1. Dimensi Metrik Sisi pada Graf 𝑳𝟕 

 

Teorema 2. Dimensi metrik sisi pada graf tangga miring 𝑺𝑳𝒎 adalah 2 untuk 𝒎 ≥ 𝟐 

 

Bukti. Graf tangga miring dinotasikan dengan 𝑆𝐿𝑚 adalah sebuah graf planar yang 

diperoleh dari dua buah graf lintasan yaitu 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … 𝑥𝑚 dan 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, … 𝑦𝑚  dengan 

menghubungkan titi 𝑥𝑗 dengan 𝑦𝑗+1  untuk 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚. Himpunan titik dan sisi pada graf 

𝑆𝐿𝑚 adalah sebagai berikut: 𝑉(𝑆𝐿𝑚) = {𝑥𝑗; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚} ∪ {𝑦𝑗; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚} dan 

𝐸(𝑆𝐿𝑚) = {𝑥𝑗𝑥𝑗+1; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 − 1} ∪ {𝑦𝑗𝑦𝑗+1; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 − 1} ∪ {𝑥𝑗𝑦𝑗+1; 1 ≤ 𝑗 ≤

𝑚 − 1}. Kardinalitas titik dan himpunan dari graf 𝑆𝐿𝑚 adalah |𝑉| = 2𝑚 dan |𝐸| = 3𝑚 −

3. Pada teorema ini, kita harus membuktikan dimensi metrik sisi dari graf  𝑆𝐿𝑚 adalah 

dua untuk 𝑚 ≥ 2 dengan menunjukkan batas atas dan batas bawah dari dimensi metrik 

sisi pada graf tangga miring. Kita harus membuktikan bahwa 𝑑𝑖𝑚𝐸(𝑆𝐿𝑚) ≤  2 dan 

𝑑𝑖𝑚𝐸(𝑆𝐿𝑚) ≥  2.  

Pertama, kita analisis batas bawah dari dimensi metrik sisi pada graf tangga miring 

𝑆𝐿𝑚. Kita akan menunjukkan bahwa 𝑑𝑖𝑚𝐸(𝑆𝐿𝑚) ≥  2 dengan menggunakan kotradiksi. 

Kita misalkan 𝑑𝑖𝑚𝐸(𝑆𝐿𝑚) <  2. Misalkan |𝑆| = 1. Jika kita memiliki hanya satu elemen 
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dari titik yang ada pada graf 𝑆𝐿𝑚 sebagai elemen dari generator dimensi metrik, maka 

akan ada dua kasus  kemungkinan peletakan dari titik elemen S sebagai berikut:  

a. Misalkan kita letakkan titik sebagai elemen dari generator dimensi metrik sisi 

pada lintasan 𝑥𝑗. Jika kita hanya memiliki satu titik elemen S pada graf 𝑆𝐿𝑚, maka 

akan ada sisi yang memiliki representasi yang sama. Sisi- sisi tersebut antara lain 

adalah sebagai berikut:  𝑟(𝑥𝑗𝑥𝑗+1, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 − 1|𝑆) = 𝑟(𝑥𝑗𝑦𝑗+1, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 −

1|𝑆)  dan 𝑟(𝑦𝑗𝑦𝑗+1, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 − 2|𝑆) = 𝑟(𝑥𝑗𝑥𝑗+1, 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 3|𝑆). Sisi-sisi 

tersebut memilki representasi yang sama. Oleh karena itu, hal tersebut kontradiksi 

dengan definisi dimensi metrik sisi.  

b. Kemungkinan kedua kita letakkan generator dimensi metrik sisi pada lintasan 𝑦𝑗 .  

Jika |𝑆| = 1,  representasi dari sisi-sisi yang ada pada graf 𝑆𝐿𝑚 terhadap 𝑆  adalah 

sebagai berikut: 𝑟(𝑦𝑗𝑦𝑗+1, 2 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 − 1|𝑆) = 𝑟(𝑥𝑗𝑦𝑗+1, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 −

1|𝑆)  dan 𝑟(𝑥𝑗𝑥𝑗+1, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 − 2|𝑆) = 𝑟(𝑥𝑗𝑥𝑗+1, 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 3|𝑆) . Dari 

representasi tersebut, kita dapat melihat bahwa terdapat representasi yang sama 

pada sisi-sisi dalam graf 𝑆𝐿𝑚. Oleh karena itu, terjadi kontradiksi.  

Berdasarkan analisis diatas, dapat kita simpulkan bahwa batas bawah dari dimensi metrik 

sisi pada graf tangga mirin 𝑆𝐿𝑛 adalah dua, atau 𝑑𝑖𝑚𝐸(𝑆𝐿𝑚) ≥  2.  

Selanjutnya, kita akan menganalisis batas atas dari dimensi metrik sisi pada graf 

𝑆𝐿𝑚.  Berdasarkan Tabel 2, dengan memilih 𝑆 = 𝑥𝑗 , 𝑥𝑚, kita dapat melihat bahwa 

representasi dari keseluruhan sisi yang terdapat pada graf tangga miring adalah berbeda.  

Representasi dari sisi 𝑦𝑗𝑦𝑗+1 terhadap 𝑆 tidak sama dengan representasi dari sisi  𝑥𝑗𝑥𝑗+1. 

Repsesentasi dari kedua sisi tersebut juga tidak sama dengan representasi dari sisi  

𝑥𝑗𝑦𝑗+1.  Tabel representasi sisi dari 𝑒 ∈ SLm  terhadap S dapat dilihat pada Tabel 2. Karena 

𝑆 = {𝑥𝑗 , 𝑥𝑚},  maka |𝑆| = 2. Dengan kata lain, batas atas dari dimensi metrik sisi pada 

graf tangga miring 𝑆𝐿𝑛 adalah dua.  

 

Tabel 2. Representasi Sisi dari 𝒆 ∈ 𝐒𝐋𝐧  terhadap S 

𝑒 𝑟(𝑒|𝑆) Kondisi 

𝑦𝑗𝑦𝑗+1 (𝑗 − 1, 𝑚 − 𝑗 − 1) 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 − 1 

𝑥𝑗𝑥𝑗+1 (𝑗 − 1, 𝑚 − 𝑗) 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 − 1 

𝑥𝑗𝑦𝑗+1 (𝑗, 𝑚 − 𝑗 − 1) 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 

  

Berdasarkan analisis dari batas atas dan batas bawah dimensi metrik sisi pada graf 

tangga miring 𝑆𝐿𝑚 untuk 𝑚 ≥ 2,  kita dapatkan 𝑑𝑖𝑚𝐸(𝑆𝐿𝑚) ≤  2 dan 𝑑𝑖𝑚𝐸(𝑆𝐿𝑚) ≥

 2. Oleh karena itu, dapat disimpulkan bahwa dimensi metrik sisi pada graf tangga 

miring 𝑆𝐿𝑚 untuk 𝑚 ≥ 2 adalah dua, atau 𝑑𝑖𝑚𝐸(𝑆𝐿𝑚) =  2.  

 

KESIMPULAN 

Pada artikel ini, dibahas topik baru dalam pembahasan mengenai jarak pada suatu 

graf yaitu dimensi metrik sisi. Fokus penelitian yang dilakukan adalah observasi 
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mengenai dimensi metrik sisi pada keluarga graf tangga yaitu graf tangga 𝐿𝑛 serta graf 

tangga miring 𝑆𝐿𝑛. Berdasarkan analisis, didapatkan nilai dari dimensi metrik sisi pada 

graf tangga 𝐿𝑛 adalah dua untuk 𝑛 ≥ 2 . Nilai yang sama juga didapatkan untuk dimensi 

metrik sisi pada graf tangga miring 𝑆𝐿𝑚, yaitu 𝑑𝑖𝑚𝐸(𝑆𝐿𝑚) =  2. 
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