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Abstract  

Let 𝑀 be a non-empty set equipped by a ternary operation 𝑚:𝑀 ×𝑀 ×𝑀 → 𝑀. The set   𝑀 is 

called a median algebra if (𝑀,𝑚) satisfies these properties (1) majority: 𝑚(𝑎, 𝑎, 𝑏) = 𝑎,  

associativity: 𝑚(𝑎, 𝑏,𝑚(𝑐, 𝑏, 𝑑) = 𝑚(𝑚(𝑎, 𝑏, 𝑐), 𝑏, 𝑑), and commutativity: 𝑚(𝑎, 𝑏, 𝑐) =
𝑚(𝑎, 𝑐, 𝑏) = 𝑚(𝑏, 𝑎, 𝑐) for every 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝑀. In this paper, we will relate a median algebra and 

a distributive lattice; every distributive lattice is a median algebra. Moreover, we will study an 

interval [𝑎, 𝑏] in a median algebra (𝑀,𝑚) motivated by closed intervals in ℝ. We will also 

investigate the basic properties of the interval [𝑎, 𝑏] in a median algebra. Furthermore, using these 

properties, we will show that every interval in a median algebra is conversely a distributive lattice. 
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1. Pendahuluan 

Struktur aljabar merupakan kajian matematika yang melibatkan himpunan tak kosong, 

operasi, dan aksioma-aksioma yang berlaku di dalamnya. Salah satunya adalah aljabar 

median yang termotivasi dari latis distributif [1]. Suatu latis distributif (𝐿,∧,∨) merupakan 

himpunan tak kosong 𝐿 yang dilengkapi dengan dua operasi biner meet " ∧ " dan join " ∨

" yang memenuhi aksioma tertentu [2]. 

Sebagaimana grup yang termotivasi dari sifat penjumlahan pada ℤ, latis distributif 

termotivasi dari sifat urutan dalam ℝ. Dalam hal ini, operasi biner meet ∧ dan join ∨ 

didefinisikan dengan memanfaatkan urutan dalam ℝ yaitu 𝑥 ∧ 𝑦 = min⁡{𝑥, 𝑦} dan 𝑥 ∨

𝑦 = maks⁡{𝑥, 𝑦} untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ. Dengan memanfaatkan operasi biner tersebut, 

kemudian dikonstruksikan suatu operasi ternari dalam ℝ yang didefinisikan dengan 

𝑚:ℝ × ℝ ×ℝ → ℝ 

dengan 𝑚(𝑎, 𝑏, 𝑐) = (𝑎 ∨ 𝑏) ∧ (𝑎 ∨ 𝑐) ∧ (𝑏 ∨ 𝑐) untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ. Dengan kata 

lain, operasi ternari 𝑚 menghasilkan median (nilai tengah) dari {𝑎, 𝑏, 𝑐}. Dengan 

menggunakan sifat median pada bilangan, diperoleh beberapa sifat pada (ℝ,𝑚) 

diantaranya: (1) sifat mayoritas : 𝑚(𝑎, 𝑎, 𝑏) = 𝑎; (2) sifat komutatif:  𝑚(𝑎, 𝑏, 𝑐) =
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𝑚(𝑎, 𝑐, 𝑏) = 𝑚(𝑏, 𝑎, 𝑐); dan (3) sifat asosiatif 𝑚(𝑎, 𝑏,𝑚(𝑐, 𝑏, 𝑑)) = 𝑚(𝑚(𝑎, 𝑏, 𝑐), 𝑏, 𝑑) 

untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝑀. 

Fenomena dalam himpunan ℝ tersebut kemudian digeneralisasi pada sebarang himpunan 

tak kosong dan memotivasi munculnya struktur yang disebut sebagai aljabar median. 

Suatu himpunan tak kosong 𝑀 yang dilengkapi dengan operasi ternari 𝑚:𝑀 ×𝑀 ×𝑀 →

𝑀 disebut sebagai aljabar median jika (𝑀,𝑚) memenuhi aksioma mayoritas, komutatif, 

dan asosiatif [3].  

Sebagai struktur aljabar, sifat dan karakteristik suatu aljabar median telah dibahas pada 

beberapa penelitian sebelumnya [4-6]. Kajian struktur median terus dikembangkan dan 

dihubungkan dengan kajian penelitian lainnya diantaranya latis distributif, ruang metrik, 

dan teori graf [7-12]. Namun, dalam penelitian ini pembahasan akan dibatasi pada 

hubungan antara latis distributif dan aljabar median. 

Diberikan suatu latis distributif (𝐿,∧,∨). Sama halnya dengan operasi median yang 

diinduksi dengan operasi biner meet ∧ dan join ∨ dalam ℝ,  operasi ternari juga 

dikonstruksikan dalam sebarang (𝐿,∧,∨) yaitu 

𝑚: 𝐿 × 𝐿 × 𝐿 → 𝐿 

dengan 𝑚(𝑎, 𝑏, 𝑐) = (𝑎 ∨ 𝑏) ∧ (𝑎 ∨ 𝑐) ∧ (𝑏 ∨ 𝑐) untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐿. Dalam 

penelitian ini, akan ditunjukkan bahwa (𝐿,𝑚) merupakan aljabar median. Dengan kata 

lain, dari suatu latis distributif (𝐿,∧,∨)  dapat dibentuk suatu aljabar median (𝐿,𝑚) dengan 

memanfaatkan operasi biner dalam latis 𝐿.  

Hal ini memunculkan pertanyaan apakah dari sebarang aljabar median juga dapat 

dibentuk suatu latis distributif. Untuk itu, dalam penelitian ini akan dibahas struktur 

interval dalam suatu aljabar median yang dibentuk dengan memanfaatkan operasi median 

di dalamnya [13,14]. Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa himpunan interval dalam 

suatu aljabar median merupakan latis distributif. Lebih lanjut, dalam penelitian ini juga 

akan dibahas sifat-sifat dasar yang berlaku dalam interval suatu aljabar median. 

2. Metodologi  

Adapun tahapan penelitian ini yaitu: 

(1) Menjelaskan aljabar median meliputi definisi dan beberapa contoh serta menyelidiki 

sifat-sifat dasar suatu aljabar median; 

(2) Menyelidiki hubungan antara suatu aljabar median dan latis distributif; 

(3) Mengkonstruksi himpunan interval dalam suatu aljabar median; 

(4) Menyelidiki sifat-sifat interval dalam aljabar median. 
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3. Hasil dan Pembahasan 

Pada bagian ini akan diberikan beberapa pembahasan meliputi aljabar median meliputi 

definisi, contoh, dan sifat-sifat dasar yang berlaku di dalamnya. Selanjutnya, akan 

dijelaskan hubungan antara latis dan aljabar median dan dibahas himpunan interval dalam 

suatu aljabar median serta beberapa sifatnya. 

3.1 Aljabar Median 

Sama halnya dengan operasi penjumlahan pada ℤ yang memotivasi munculnya struktur 

grup, operasi ternari median pada ℝ juga memotivasi struktur aljabar median. Adapun 

definisi aljabar median diberikan pada definisi berikut. 

Definisi 3.1. [3] 

Diberikan himpunan tak kosong  𝑀 yang dilengkapi operasi ternari 

𝑚:𝑀 ×𝑀 ×𝑀 → 𝑀 

Himpunan (𝑀,𝑚) disebut sebagai aljabar median jika 

(i) 𝑚(𝑎, 𝑎, 𝑏) = 𝑎 (sifat mayoritas) 

(ii) 𝑚(𝑎, 𝑏, 𝑐) = 𝑚(𝑎, 𝑐, 𝑏) = 𝑚(𝑏, 𝑎, 𝑐) = 𝑚(𝑏, 𝑐, 𝑎) = 𝑚(𝑐, 𝑎, 𝑏) = 𝑚(𝑐, 𝑏, 𝑎) 

(sifat komutatif) 

(iii) 𝑚(𝑎, 𝑏,𝑚(𝑐, 𝑏, 𝑑)) = (𝑚(𝑎, 𝑏, 𝑐), 𝑏, 𝑑) (sifat asosiatif). 

 

Diberikan suatu aljabar median (𝑀,𝑚), selanjutnya 𝑚(𝑎, 𝑏, 𝑐) cukup dituliskan dengan 

𝑎𝑏𝑐 untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑀. 

Contoh 3.2. 

Himpunan (ℝ,𝑚) dengan 𝑎𝑏𝑐 merupakan median dari {𝑎, 𝑏, 𝑐} merupakan aljabar 

median. Diberikan himpunan ℝ. Diketahui bahwa dapat dibentuk interval tutup [𝑎, 𝑏] 

untuk suatu 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ. Misalkan 𝐼ℝ merupakan himpunan semua interval tertutup [𝑎, 𝑏] 

yaitu 

𝐼ℝ = {[𝑎, 𝑏]|𝑎, 𝑏 ∈ ℝ}. 

Dengan memanfaatkan median pada ℝ, didefinisikan suatu operasi ternari pada yaitu 

𝑚′: 𝐼ℝ × 𝐼ℝ × 𝐼ℝ → 𝐼ℝ 

dengan [𝑎1, 𝑏1] [𝑎2, 𝑏2] [𝑎3, 𝑏3] = [𝑚(𝑎1, 𝑎2, 𝑎3),𝑚(𝑏1, 𝑏2, 𝑏3)]. Selanjutnya akan 

ditunjukkan bahwa (𝐼ℝ,𝑚′) merupakan aljabar median yang disajikan dalam contoh 

berikut. 

Contoh 3.3. 

Himpunan semua interval tutup [𝑎, 𝑏] di ℝ merupakan aljabar median. Pada himpunan 

𝐼ℝ kemudian didefinisikan operasi ternari di dalamnya dengan 

𝑚′: 𝐼ℝ × 𝐼ℝ × 𝐼ℝ → 𝐼ℝ 

dengan [𝑎1, 𝑏1] [𝑎2, 𝑏2] [𝑎3, 𝑏3] = [𝑚(𝑎1, 𝑎2, 𝑎3),𝑚(𝑏1, 𝑏2, 𝑏3)]. Pada himpunan 

(𝐼ℝ,𝑚) berlaku 

i. Sifat mayoritas: 
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[𝑎1, 𝑏1] [𝑎1, 𝑏1] [𝑎2, 𝑏2] = [𝑚(𝑎1, 𝑎1, 𝑎2),𝑚(𝑏1, 𝑏1, 𝑏2)] = [𝑎1, 𝑏1]. 

ii. Sifat komutatif 

Jelas, dengan menggunakan sifat komutatif pada 𝑚(𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) dan 

𝑚(𝑏1, 𝑏3, 𝑏3) di ℝ. 

iii. Sifat asosiatif 

[𝑎1, 𝑎2][𝑏1, 𝑏2]([𝑐1, 𝑐2][𝑏1, 𝑏2][𝑑1, 𝑑2]) ⁡= [𝑎1, 𝑎2][𝑏1, 𝑏2[𝑐1𝑏1𝑑1, 𝑐2𝑏2𝑑2] 

= [𝑎1𝑏1(𝑐1𝑏1𝑑1), 𝑎2𝑏2(𝑐2𝑏2𝑑2)] 

= [(𝑎1𝑏1𝑐1)𝑏1𝑑1, (𝑎2𝑏2𝑐2)𝑏2𝑑2] 

= [𝑎1𝑏1𝑐1, 𝑎2𝑏2𝑐2][𝑏1, 𝑏2][𝑑1, 𝑑2] 

 = ([𝑎1, 𝑎2][𝑏1, 𝑏2][𝑐1, 𝑐2])[𝑏1, 𝑏2][𝑑1, 𝑑2]. 

Untuk setiap [𝑎1, 𝑎2], [𝑏1, 𝑏2], [𝑐1, 𝑐2], [𝑑1, 𝑑2] ∈ 𝐼ℝ. Himpunan (𝐼ℝ,𝑚′) merupakan aljabar 

median. 

Selanjutnya, akan diberikan beberapa sifat dasar terkait struktur aljabar median yang 

disajikan dalam Lema di bawah ini. 

Lema 3.4. [15] 

Diberikan aljabar median (𝑀,𝑚). Jika 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑀 maka 

(i) 𝑎𝑏(𝑎𝑏𝑐) = 𝑎𝑏𝑐; 

(ii) 𝑎(𝑎𝑏𝑐)(𝑑𝑏𝑐) = 𝑎𝑏𝑐. 

Bukti. 

Diketahui aljabar median (𝑀,𝑚) dengan 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑀. 

(i) 𝑎𝑏(𝑎𝑏𝑐) = (𝑎𝑏𝑎)𝑏𝑐   (sifat asosiatif) 

= (𝑎𝑎𝑏)𝑏𝑐   (sifat komutatif) 

= 𝑎𝑏𝑐.    (sifat mayoritas) 

 

(ii) 𝑎(𝑎𝑏𝑐)(𝑑𝑏𝑐) ⁡= 𝑎((𝑎𝑎𝑏)𝑏𝑐)(𝑑𝑏𝑐) (sifat mayoritas) 

= 𝑎((𝑎𝑏)𝑎𝑏𝑐)(𝑑𝑏𝑐) (sifat asosiatif) 

= ((𝑎𝑏𝑐)𝑎𝑏)𝑎(𝑑𝑏𝑐) (sifat komutatif) 

= ((𝑎𝑏𝑐)𝑎)(𝑎𝑏(𝑐𝑏𝑑)) (sifat asosiatif) 

= 𝑎(𝑎𝑏𝑐)((𝑎𝑏𝑐)𝑏𝑑) (sifat asosiatif dan komutatif) 

= (𝑎(𝑎𝑏𝑐)𝑏)(𝑎𝑏𝑐)𝑑 (sifat asosiatif) 

= (𝑎𝑏(𝑎𝑏𝑐))(𝑎𝑏𝑐)𝑑 (sifat komutatif) 

= (𝑎𝑏𝑐)(𝑎𝑏𝑐)𝑑  (Lema 3.4. (i)) 

= 𝑎𝑏𝑐. □   (sifat mayoritas) 
 

Lema 3.5. [15] 

Diberikan aljabar median (𝑀,𝑚) dengan 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝑀. Jika 𝑎𝑏𝑑 = 𝑑, 𝑏𝑐𝑑 = 𝑑 =

𝑐𝑎𝑑 = 𝑑 maka 𝑎𝑏𝑐 = 𝑑. 
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Bukti. 

Misalkan (𝑀,𝑚) merupakan aljabar median. Diketahui 𝑎𝑏𝑑 = 𝑑, 𝑏𝑐𝑑 = 𝑑 = 𝑐𝑎𝑑 = 𝑑. 

Akan dibuktikan 𝑎𝑏𝑐 = 𝑑.  

Diperhatikan bahwa 

(𝑎𝑏𝑐)𝑎𝑑⁡ = (𝑏𝑎𝑐)𝑎𝑑  (sifat komutatif) 

= 𝑏𝑎(𝑐𝑎𝑑)  (sifat asosiatif) 

= 𝑏𝑎𝑑   

= 𝑎𝑏𝑑  (sifat komutatif) 

= 𝑑. 

Jadi, didapatkan 

     (𝑎𝑏𝑐)𝑑𝑎 = 𝑑.       (*) 

Dengan cara yang sama dapat juga ditunjukkan bahwa  

     (𝑎𝑏𝑐)𝑑𝑏 = 𝑑.       (**) 

Oleh karena itu, diperoleh 

𝑑⁡ = (𝑎𝑏𝑐)𝑑𝑏 

= (𝑎𝑏𝑐)((𝑎𝑏𝑐)𝑑𝑎)𝑏 (*) 

= (𝑑(𝑎𝑏𝑐)𝑎)(𝑎𝑏𝑐)𝑏 (sifat komutatif) 

= 𝑑(𝑎𝑏𝑐)(𝑎(𝑎𝑏𝑐)𝑏) (sifat asosiatif) 

= 𝑑(𝑎𝑏𝑐)(𝑎𝑏(𝑎𝑏𝑐)) (sifat komutatif) 

= 𝑑(𝑎𝑏𝑐)(𝑎𝑏𝑐)  (Lema 3.4. (i)) 

= 𝑎𝑏𝑐. 

Terbukti, 𝑑 = 𝑎𝑏𝑐. □ 

 

Pada aksioma asosiatif aljabar median 𝑀 diketahui bahwa untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝑀 

berlaku 

𝑎𝑏(𝑐𝑏𝑑) = (𝑎𝑏𝑐)𝑏𝑑. 

Hal ini kemudian memunculkan pertanyaan bentuk dari  𝑎𝑏(𝑐𝑑𝑒) untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈

𝑀. Sifat tersebut akan dijelaskan namun sebelumnya diperlukan lema berikut ini. 

Lema 3.6. [15] 

Misalkan (𝑀,𝑚) merupakan aljabar median. Berlaku 

(i) (𝑜𝑥𝑦)(𝑎𝑥𝑦)𝑐 = (𝑜𝑥𝑦)(𝑎𝑥𝑦)((𝑜𝑥𝑦)𝑎𝑐) 

(ii) (𝑎𝑥𝑦)(𝑏𝑥𝑦)(𝑐𝑥𝑦) = 𝑎(𝑏𝑥𝑦)(𝑐𝑥𝑦) 

(iii) ((𝑎𝑏𝑐)𝑥𝑦)(𝑎𝑥𝑦)𝑐 = (𝑎𝑏𝑐)𝑥𝑦 

untuk setiap 𝑜, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀. 

Bukti. 

Diketahui (𝑀,𝑚) merupakan aljabar median dengan 𝑜, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀. Untuk 

menyederhanakan notasi, misalkan 𝐴 = 𝑎𝑥𝑦, 𝐵 = 𝑏𝑥𝑦, 𝑂 = 𝑜𝑥𝑦, 𝑈 = 𝑎𝑏𝑐, dan 𝐻 =

𝑈𝑥𝑦 

 Diperoleh, 

(i) pertama-tama, akan ditunjukkan terlebih dahulu  
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(𝑜𝑥𝑦)(𝑎𝑥𝑦)𝑐⁡ = (𝑜𝑥𝑦)(𝑎(𝑎𝑥𝑦)(𝑜𝑥𝑦))𝑐   (Lema 3.4.(ii)) 

= 𝑐(𝑜𝑥𝑦)(𝑎(𝑜𝑥𝑦)(𝑎𝑥𝑦))  (sifat komutatif) 

= (𝑐(𝑜𝑥𝑦)𝑎)(𝑜𝑥𝑦)(𝑎𝑥𝑦)  (sifat asosiatif) 

= (𝑜𝑥𝑦)(𝑎𝑥𝑦)(𝑎𝑐(𝑜𝑥𝑦)). (sifat komutatif) 

(ii) Selanjutnya akan dibuktikan bahwa (𝑎𝑥𝑦)(𝑏𝑥𝑦)(𝑐𝑥𝑦) = 𝑎(𝑏𝑥𝑦)(𝑐𝑥𝑦) yaitu 

𝐴𝐵𝐶 = 𝑎𝐵𝐶. Diperhatikan juga bahwa 

𝐴⁡ = 𝑎𝑥𝑦     

= 𝑎(𝑎𝑥𝑦)(𝑏𝑥𝑦)  (Lema 3.4.(ii)) 

= (𝑎𝑥𝑦)𝑎(𝑏𝑥𝑦)  (sifat komutatif) 

= (𝑎(𝑎𝑥𝑦)(𝑐𝑥𝑦))𝑎(𝑏𝑥𝑦) (Lema 3.4. (ii)) 

= (𝑎𝐴𝐶)𝑎𝐵. 

Jadi, diperoleh 

𝐴𝐵𝐶⁡ = ((𝑎𝐴𝐶)𝑎𝐵)𝐵𝐶   

= ((𝑎𝐴𝐶)𝐵𝑎)𝐵𝐶  (sifat komutatif) 

= (𝑎𝐴𝐶)𝐵(𝑎𝐵𝐶)  (sifat asosiatif) 

= 𝐵(𝐵𝐶𝑎)(𝐴𝐶𝑎)  (sifat komutatif) 

= 𝐵𝐶𝑎   (Lema 3.4. (ii)) 

= 𝑎𝐵𝐶. 

(iii) Lebih lanjut, akan ditunjukkan ((𝑎𝑏𝑐)𝑥𝑦)(𝑎𝑥𝑦)𝑐 = (𝑎𝑏𝑐)𝑥𝑦 yaitu 𝐻𝐴𝑐 =

𝐻. 

𝐻𝐴𝑐⁡ = (((𝑎𝑏𝑐)𝑥𝑦)(𝑎𝑥𝑦)𝑐 

= (𝑈𝑥𝑦)(𝑎𝑥𝑦)((𝑈𝑥𝑦)𝑎𝑐) (sifat (i)) 

= 𝐻𝐴(𝐻𝐴𝑐). 

Diperhatikan bahwa 

𝐻𝑎𝑐⁡ = 𝐻(𝐻𝑎𝑐)(𝑏𝑎𝑐 = (𝐻𝑎𝑐)𝐻𝑈    (*) 

sehingga diperoleh 

𝐻𝐴𝑐⁡ = 𝐻𝐴(𝐻𝑎𝑐)    

= 𝐻𝐴((𝐻𝑎𝑐)𝐻𝑈)  (berdasarkan (*)) 

= 𝐴𝐻(𝑈𝐻(𝐻𝑎𝑐))  (sifat komutatif) 

= 𝐴𝐻𝑈(𝐻(𝐻𝑎𝑐))   

Diperhatikan juga bahwa 

𝐴𝐻𝑈 = 𝑈𝐻𝐴    

= 𝑈(𝑈𝑥𝑦)(𝑎𝑥𝑦) 

= 𝑈𝑥𝑦   (Lema 3.4. (ii)) 

= (𝑎𝑏𝑐)𝑥𝑦 

= 𝐻. 

Dapat disimpulkan juga bahwa 

𝐻𝐴𝑐 = 𝐴𝐻𝑈(𝐻(𝐻𝑎𝑐)) = 𝐻𝐻(𝐻𝑎𝐶) = 𝐻. 

Terbukti, (i), (ii), dan (iii). □ 
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Teorema 3.7. [15] 

Diberikan aljabar median (𝑀,𝑚). Jika 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀 maka (𝑎𝑏𝑐)𝑥𝑦 = (𝑎𝑥𝑦)(𝑏𝑥𝑦)𝑐. 

Bukti. 

Untuk menyederhanakan notasi, misalkan 𝐴 = 𝑎𝑥𝑦, 𝐵 = 𝑏𝑥𝑦, 𝑂 = 𝑜𝑥𝑦, 𝑈 = 𝑎𝑏𝑐, dan 

𝐻𝑈 = 𝑈𝑥𝑦. Pertama-tama akan ditunjukkan bahwa 𝐻𝐴𝐵 = 𝐻. 

𝐻𝐴𝐵 = 𝐴𝐵𝐻   (sifat komutatif) 

= (𝑎𝑥𝑦)(𝑏𝑥𝑦)(𝑈𝑥𝑦)  

= 𝑎(𝑏𝑥𝑦)(𝑈𝑥𝑦)  (Lema 3.6.(ii)) 

= 𝑎𝐵𝐻 

= 𝐻𝐵𝑎   (sifat komutatif) 

= ((𝑎𝑏𝑐)𝑥𝑦)(𝑏𝑥𝑦)𝑎 

= (𝑎𝑏𝑐)𝑥𝑦  (Lema 3.6. (iii)) 

= 𝐻.    

Berdasarkan Lema 3.6, didapatkan 𝐻𝐴𝑐 = 𝐻 dan 𝐻𝐵𝑐 = 𝐻.  Dapat disimpulkan bahwa 

𝐻𝐴𝑐 = 𝐻𝐵𝑐 = 𝐻𝐴𝐵 = 𝐻. 

sehingga menurut Lema 3.5 diperoleh 𝐻 = 𝐴𝐵𝑐. Dengan kata lain, (𝑎𝑏𝑐)𝑥𝑦 =

(𝑎𝑥𝑦)(𝑏𝑥𝑦)𝑐. □ 

3.2 Latis Distributif dan Aljabar Median 

Pada bagian ini akan dijelaskan latis distributif meliputi definisi dan beberapa contoh.  

Selanjutnya akan diberikan hubungan antara latis distributif dan aljabar median. 

Definisi 3.8. [2] 

Diberikan himpunan tak kosong 𝐿⁡dengan operasi biner meet (∧) dan join (∨). Himpunan 

(𝐿,∧,∨) disebut sebagai latis distributif jika memenuhi 

1. Komutatif: (∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿)⁡[𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑦 ∧ 𝑥 dan 𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑦 ∨ 𝑥]; 

2. Asosiatif: (∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿)⁡[(𝑥 ∧ 𝑦) ∧ 𝑧 = 𝑥 ∧ (𝑦 ∧ 𝑧) dan (𝑥 ∨ 𝑦) ∨ 𝑧 = 𝑥 ∨ (𝑦 ∨

𝑧)]; 

3. Absorbsi: (∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿)⁡[𝑥 ∨ (𝑥 ∧ 𝑦) = 𝑥 dan 𝑥 ∧ (𝑥 ∨ 𝑦) = 𝑥⁡]; 

4. Idempoten: (∀𝑥 ∈ 𝐿)⁡[𝑥 ∨ 𝑥 = 𝑥 dan 𝑥 ∧ 𝑥 = 𝑥⁡]; 

5. Distributif: (∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿)⁡[(𝑥 ∧ 𝑦) ∨ 𝑧 = (𝑥 ∨ 𝑦) ∧ (𝑥 ∨ 𝑧) dan (𝑥 ∨ 𝑦) ∧ 𝑧 =

(𝑥 ∧ 𝑧) ∨ (𝑦 ∧ 𝑧). 

 

Contoh 3.9. 

Diberikan aljaba Boolean 𝐵 = {0,1} dengan operasi biner meet (∧) dan join (∨) yang 

disajikan dalam tabel berikut 

∧ 0 1  ∨ 0 1 

0 0 0 0 0 1 

1 0 1 1 1 1 

Aljabar Boolean (𝐿,∧,∨) merupakan latis distributif. 
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Diberikan latis distributif (𝐿,∧,∨). Dengan memanfaatkan operasi ∧ dan ∨, didefinisikan 

operasi ternari di dalam 𝐿 yang didefinisikan sebagai 

𝑚: 𝐿 × 𝐿 × 𝐿 → 𝐿 

dengan 𝑎𝑏𝑐 = (𝑎 ∨ 𝑏) ∧ (𝑎 ∨ 𝑐) ∧ (𝑏 ∨ 𝑐). Dengan memanfaatkan sifat latis distributif, 

akan ditunjukkan (𝐿,𝑚) merupakan aljabar median pada teorema berikut. 

 

Teorema 3.10. 

Suatu latis distributif (𝐿,∧,∨) merupakan aljabar median dengan operasi ternari yang 

didefinisikan sebagai 

𝑚: 𝐿 × 𝐿 × 𝐿 → 𝐿 

dengan 𝑎𝑏𝑐 = (𝑎 ∨ 𝑏) ∧ (𝑎 ∨ 𝑐) ∧ (𝑏 ∨ 𝑐). 

Bukti. 

Diketahui (𝐿,∧,∨) merupakan latis distributif. Akan ditunjukkan (𝐿,𝑚) merupakan 

aljabar median. 

i. (𝐿,𝑚) mayoritas. 

Diambil sebarang 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿. Dengan memanfaatkan sifat idempoten dan 

absorbsi pada latis 𝐿, diperoleh 

𝑎𝑎𝑏 = (𝑎 ∨ 𝑎) ∧ (𝑎 ∨ 𝑏) ∧ (𝑎 ∨ 𝑏) 

= 𝑎 ∧ (𝑎 ∨ 𝑏)     (sifat idempotent latis) 

= 𝑎   (sifat absorbsi latis) 

ii. (𝐿,𝑚) komutatif.  

Jelas, karena sifat komutatif pada latis 𝐿. 

iii. (𝐿,𝑚) asosiatif . 

Diambil sebarang 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝐿.  

𝑎𝑏(𝑐𝑏𝑑) = (𝑎 ∨ 𝑏) ∧ (𝑎 ∨ 𝑐𝑏𝑑) ∧ (𝑏 ∨ 𝑐𝑏𝑑) 

= (𝑎 ∨ 𝑏) ∧ (𝑎 ∨ 𝑐𝑏𝑑) ∧ (𝑏 ∨ 𝑐𝑏𝑑) 

= (𝑎 ∨ 𝑏) ∧ (𝑎 ∨ [(𝑐 ∨ 𝑏) ∧ (𝑐 ∨ 𝑑) ∧ (𝑏 ∨ 𝑑)])

∧ (𝑏 ∨ [(𝑐 ∨ 𝑏) ∧ (𝑐 ∨ 𝑑) ∧ (𝑏 ∨ 𝑑)]) 

= (𝑎 ∨ 𝑏 ∨ 𝑏) ∧ (𝑎 ∨ 𝑐 ∨ 𝑏) ∧ (𝑎 ∨ 𝑐 ∨ 𝑑) ∧ (𝑎 ∨ 𝑏 ∨ 𝑑) ∧ (𝑏 ∨ 𝑐

∨ 𝑏) ∧ (𝑏 ∨ 𝑐 ∨ 𝑑) ∧ (𝑏 ∨ 𝑏 ∨ 𝑑) 

= [(𝑎 ∨ 𝑏 ∨ 𝑏) ∧ (𝑎 ∨ 𝑐 ∨ 𝑏) ∧ (𝑏 ∨ 𝑐 ∨ 𝑏)] ∧ [(𝑎 ∨ 𝑏 ∨ 𝑑)

∧ (𝑎 ∨ 𝑐 ∨ 𝑑) ∧ (𝑏 ∨ 𝑐 ∨ 𝑑)]) ∧ (𝑏 ∨ 𝑑) 

= [((𝑎 ∨ 𝑏) ∧ (𝑎 ∨ 𝑐) ∧ (𝑏 ∨ 𝑐)) ∨ 𝑏] ∧ [((𝑎 ∨ 𝑏) ∧ (𝑎 ∨ 𝑐)

∧ (𝑏 ∨ 𝑐)) ∨ 𝑑] ∧ (𝑏 ∨ 𝑑) 

= (𝑎𝑏𝑐 ∨ 𝑏) ∧ (𝑎𝑏𝑐 ∨ 𝑑) ∧ (𝑏 ∨ 𝑑) 

= (𝑎𝑏𝑐)𝑏𝑑.  

Berdasarkan (i), (ii), dan (iii), dapat disimpulkan (𝐿,𝑚) merupakan aljabar median. □ 
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3.3. Himpunan Interval dalam Aljabar Median  

Sama halnya dengan himpunan interval tutup dalam bilangan real yaitu [𝑎, 𝑏] = {𝑎 ≤

𝑥 ≤ 𝑏}. Dengan kata lain, elemen di dalam himpunan interval [𝑎, 𝑏] merupakan median 

dari {𝑎, 𝑏, 𝑥}. Hal ini kemudian memotivasi pembentukan interval dalam suatu aljabar 

median dengan memanfaatkan operasi median di dalamnya. Diberikan aljabar median 

(𝑀,𝑚) dengan 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑀. Suatu interval [𝑎, 𝑏] di dalam 𝑀 didefinisikan sebagai 

[𝑎, 𝑏] = {𝑥 ∈ 𝑀|𝑎𝑏𝑥 = 𝑥}. 

Selanjutnya akan diberikan sifat interval [𝑎, 𝑏] pada aljabar median.  Namun sebelumnya 

diberikan terlebih dahulu definisi subaljabar median. 

Definisi 3.12. [15] 

Diberikan suatu aljabar median (𝑀,𝑚). Suatu 𝑁 ⊆ 𝑀 disebut sebagai subaljabar median 

jika (𝑁,𝑚) merupakan aljabar median. 

Lema 3.13. [15] 

Diberikan aljabar median (𝑀,𝑚). Himpunan interval [𝑎, 𝑏] ⊆ 𝑀 merupakan subaljabar 

median. 

Bukti. 

Diketahui (𝑀,𝑚) merupakan aljabar median. Himpunan interval [𝑎, 𝑏] ⊆ 𝑀 yaitu 

[𝑎, 𝑏] = {𝑥 ∈ 𝑀|𝑎𝑏𝑥 = 𝑥}. 

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa [𝑎, 𝑏] merupakan subaljabar median. Diperhatikan 

bahwa sifat mayoritas, simetris, dan asosiatif pada 𝑀 diwariskan pada interval [𝑎, 𝑏] 

sehingga hanya perlu dibuktikan ([𝑎, 𝑏], 𝑚) tertutup. Diambil sebarang 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ [𝑎, 𝑏]. 

Artinya, 𝑎𝑏𝑥 = 𝑥, 𝑎𝑏𝑦 = 𝑦, dan 𝑎𝑏𝑧 = 𝑧. Menurut Teorema 3.7, didapatkan  

𝑎𝑏(𝑥𝑦𝑧) = (𝑥𝑦𝑧)𝑎𝑏 = (𝑥𝑎𝑏)(𝑦𝑎𝑏)𝑧 = (𝑎𝑏𝑥)(𝑎𝑏𝑦)𝑧 = 𝑥𝑦𝑧. 

Terbukti, [𝑎, 𝑏] merupakan subaljabar median. □ 

 

Selanjutnya, diberikan sifat interval [𝑎, 𝑏] pada lema berikut. 

Lema 3.14. [15] 

Diberikan aljabar median (𝑀,𝑚) dengan 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑀. Berlaku [𝑎, 𝑏] = {𝑎𝑏𝑥|𝑥 ∈ 𝑀}. 

Bukti.  

Tulis 𝑁 = {𝑎𝑏𝑥|𝑥 ∈ 𝑀}. Pertama-tama akan dibuktikan [𝑎, 𝑏] ⊆ 𝑁. Diambil sebarang 

𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] yang berarti 𝑎𝑏𝑥 = 𝑥. Jadi, 𝑥 = 𝑎𝑏𝑥 ∈ 𝑁. Sebaliknya, diambil sebarang 𝑎𝑏𝑥 ∈

𝑁 Jadi, 𝑎𝑏(𝑎𝑏𝑥) = (𝑎𝑏𝑎)𝑏𝑥 = 𝑎𝑏𝑥 yaitu 𝑎𝑏𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. □ 

 

Diberikan aljabar median (𝑀,𝑚) dengan suatu interval [𝑎, 𝑏] di 𝑀. Kemudian pada 

interval [𝑎, 𝑏] didefinisikan operasi biner meet ∧ dan join ∨ sebagai berikut 
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∧: [𝑎, 𝑏] × [𝑎, 𝑏] → [𝑎, 𝑏] 

dan 

∨: [𝑎, 𝑏] × [𝑎, 𝑏] → [𝑎, 𝑏] 

dengan 𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑎𝑥𝑦 dan 𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑏𝑥𝑦. Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa ([𝑎, 𝑏],∧,∨) 

merupakan latis distributif dalam lema berikut. 

Lema 3.15. 

Diberikan aljabar median (𝑀,𝑚) dengan suatu interval [𝑎, 𝑏] di 𝑀. Interval ([𝑎, 𝑏],∧,∨) 

merupakan latis distributif. 

Bukti. 

1. Komutatif 

Diambil sebarang 𝑥, 𝑦 ∈ [𝑎, 𝑏]. Dengan menggunakan sifat komutatif 

pada 𝑀, didapatkan, 𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑎𝑥𝑦 = 𝑎𝑦𝑥 = 𝑦 ∧ 𝑥 dan 𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑏𝑥𝑦 =

𝑏𝑦𝑥 = 𝑦 ∨ 𝑥. 

2. Asosiatif 

Diambil sebarang 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ [𝑎, 𝑏]. Dengan menggunakan sifat komutatif 

pada 𝑀, didapatkan, 

(𝑥 ∧ 𝑦) ∧ 𝑧⁡ = (𝑎𝑥𝑦) ∧ 𝑧 

= 𝑎(𝑎𝑥𝑦)𝑧 

= (𝑥𝑎𝑦)𝑎𝑧 

= 𝑥𝑎(𝑦𝑎𝑧) 

= 𝑎𝑥(𝑎𝑦𝑧) 

= 𝑎𝑥(𝑦 ∧ 𝑧) 

= 𝑥 ∧ (𝑦 ∧ 𝑧). 
 

(𝑥 ∨ 𝑦) ∨ 𝑧⁡ = (𝑏𝑥𝑦) ∨ 𝑧 

= 𝑏(𝑏𝑥𝑦)𝑧 

= (𝑥𝑏𝑦)𝑏𝑧 

= 𝑥𝑏(𝑦𝑏𝑧) 

= 𝑏𝑥(𝑏𝑦𝑧) 

= 𝑏𝑥(𝑦 ∨ 𝑧) 

= 𝑥 ∨ (𝑦 ∨ 𝑧). 

 

3. Absorbsi 

Diambil sebarang 𝑥, 𝑦 ∈ [𝑎, 𝑏]. Berlaku 

𝑥 ∧ (𝑥 ∨ 𝑦) = 𝑥 ∧ (𝑏𝑥𝑦) = 𝑎𝑥(𝑏𝑥𝑦) = (𝑎𝑏𝑥)𝑥𝑦 = 𝑥𝑥𝑦 = 𝑥 

dan 

𝑥 ∨ (𝑥 ∧ 𝑦) = 𝑥 ∨ (𝑎𝑥𝑦) = 𝑏𝑥(𝑎𝑥𝑦) = (𝑏𝑥𝑎)𝑥𝑦 = 𝑥𝑥𝑦 = 𝑥. 

4. Idempoten 

Diambil sebarang 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. Dengan menggunakan sifat mayoritas pada 

𝑀, didapatkan, 𝑥 ∧ 𝑥 = 𝑎𝑥𝑥 = 𝑥 dan 𝑥 ∨ 𝑥 = 𝑏𝑥𝑥 = 𝑥. 

5. Distributif 

Diambil sebarang 𝑥, 𝑦 ∈ [𝑎, 𝑏]. Berlaku 

𝑥 ∧ (𝑦 ∨ 𝑧) ⁡= 𝑥 ∧ (𝑏𝑦𝑧) 
= 𝑎𝑥(𝑏𝑦𝑧) 
= 𝑎𝑥(𝑦𝑧𝑏) 
= (𝑎𝑥𝑦)(𝑎𝑥𝑧)𝑏 

= 𝑎𝑥𝑦 ∨ 𝑎𝑥𝑧 

= (𝑥 ∧ 𝑦) ∨ (𝑥 ∧ 𝑧) 

𝑥 ∨ (𝑦 ∧ 𝑧) ⁡⁡= 𝑥 ∨ (𝑎𝑦𝑧) 
= 𝑏𝑥(𝑎𝑦𝑧) 
= 𝑏𝑥(𝑎𝑦𝑧) 
= (𝑏𝑥𝑦)(𝑏𝑥𝑧)𝑎 

= 𝑏𝑥𝑦 ∧ 𝑏𝑥𝑧 

= (𝑥 ∨ 𝑦) ∧ (𝑥 ∨ 𝑧). 
 

Terbukti, [𝑎, 𝑏] merupakan latis distributif. □ 
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Berikut akan diberikan sifat-sifat dasar interval dalam suatu median yang disajikan dalam 

lema berikut. 

Lemma 3.16. [15] 

Diberikan aljabar median (𝑀,𝑚). Untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀, berlaku 

(i) [𝑥, 𝑥] = {𝑥} 

(ii) 𝑥, 𝑦 ∈ [𝑥, 𝑦] 

 

Bukti. 

Misalkan 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀. 

(i) Diambil sebarang 𝑎 ∈ [𝑥, 𝑥]. Diperoleh 𝑎 = 𝑎𝑥𝑥 = 𝑥. Jadi, [𝑥, 𝑥] = {𝑥}. 

(ii) Berdasarkan sifat mayoritas aljabar median 𝑀, diperoleh 𝑥𝑥𝑦 = 𝑥 dan 𝑥𝑦𝑦 =

𝑦. Artinya, 𝑥, 𝑦 ∈ [𝑥, 𝑦]. □ 

 

Dalam sifat interval bilangan pada ℝ berlaku jika 𝑐, 𝑑 ∈ [𝑎, 𝑏] maka [𝑐, 𝑑] ⊆ [𝑎, 𝑏]. Hal 

ini juga berlaku dalam interval median yang disajikan dalam lema berikut. 

Lema 3.17. [15] 

Diberikan aljabar median (𝑀,𝑚) dengan suatu interval median [𝑎, 𝑏]. Jika 𝑐, 𝑑 ∈ [𝑎, 𝑏] 

maka [𝑐, 𝑑] ⊆ [𝑎, 𝑏]. 

Bukti. 

Diketahui interval median [𝑎, 𝑏] dengan 𝑐, 𝑑 ∈ [𝑎, 𝑏]. Artinya, 𝑎𝑏𝑐 = 𝑐 dan 𝑎𝑏𝑑 = 𝑑. 

Kemudian dibentuk interval [𝑐, 𝑑]. Akan ditunjukkan [𝑐, 𝑑] ⊆ [𝑎, 𝑏]. Diambil sebarang 

𝑐𝑑𝑒 ∈ [𝑐, 𝑑]. Jadi, 

𝑎𝑏(𝑐𝑑𝑒) = (𝑎𝑏𝑐)(𝑎𝑏𝑑)𝑒 = 𝑐𝑑𝑒. 

diperoleh 𝑐𝑑𝑒 ∈ [𝑎, 𝑏]. Dengan menggunakan Lema 3.14, didapatkan [𝑐, 𝑑] ⊆ [𝑎, 𝑏]. □ 

Adapun beberapa sifat dalam interval yang berlaku berdasarkan lema sebelumnya. 

Teorema 3.18. [15] 

Diberikan aljabar median (𝑀,𝑚) dengan [𝑥, 𝑦] interval di dalam 𝑀. Berlaku 

(i) [𝑥, 𝑦] ∩ [𝑥, 𝑧] = [𝑥, 𝑥𝑦𝑧]; 

(ii) Jika 𝑦 ∈ [𝑥, 𝑧] maka [𝑥, 𝑦] ∩ [𝑦, 𝑧] = {𝑦}; 

(iii) [𝑥, 𝑦] ∩ [𝑦, 𝑧] ∩ [𝑧, 𝑥] = {𝑥𝑦𝑧}. 

Bukti. 

Misalkan 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑀. 

(i) Berdasarkan Lema 3.14, diperoleh 𝑥𝑦𝑧 ∈ [𝑥, 𝑦] dan 𝑥𝑦𝑧 ∈ [𝑥, 𝑧] yang berarti 

𝑥𝑦𝑧 ∈ [𝑥, 𝑦] ∩ [𝑥, 𝑧]. Selanjutnya menurut Lema 3.17, diperoleh [𝑥, 𝑥𝑦𝑧] ⊆

[𝑥, 𝑦] ∩ [𝑥, 𝑧]. Sebaliknya, diambil sebarang 𝑢 ∈ [𝑥, 𝑦] ∩ [𝑥, 𝑧]. Artinya, 𝑢 =

𝑥𝑦𝑢 dan 𝑢 = 𝑥𝑧𝑢. Jadi, diperoleh 

                           𝑥(𝑥𝑦𝑧)𝑢 = 𝑢𝑥(𝑦𝑥𝑧) = (𝑢𝑥𝑦)𝑥𝑧 = 𝑢𝑥𝑧 = 𝑢. 

Didapatkan, 𝑢 ∈ [𝑥, 𝑥𝑦𝑧] sehingga [𝑥, 𝑦] ∩ [𝑥, 𝑧] ⊆ [𝑥, 𝑥𝑦𝑧]. 
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Dengan demikian, diperoleh [𝑥, 𝑦] ∩ [𝑥, 𝑧] = [𝑥, 𝑥𝑦𝑧]. 

(ii) Diketahui 𝑦 ∈ [𝑥, 𝑧] yang berarti 𝑥𝑧𝑦 = 𝑦. Berdasarkan (i), didapatkan 

[𝑥, 𝑦] ∩ [𝑦, 𝑧] = [𝑦, 𝑥𝑦𝑧] = [𝑦, 𝑦]. Menurut Lema 3.16, diperoleh [𝑥, 𝑦] ∩

[𝑦, 𝑧] = [𝑦, 𝑦] = {𝑦}. 

(iii) Diperhatikan bahwa 

[𝑥, 𝑦] ∩ [𝑦, 𝑧] ∩ [𝑧, 𝑥] = [𝑦, 𝑥𝑦𝑧] ∩ [𝑧, 𝑥𝑦𝑧]. 

Diketahui juga bahwa 𝑥𝑦𝑧 ∈ [𝑦, 𝑧]. Oleh karena itu, berdasarkan (ii), 

diperoleh [𝑦, 𝑥𝑦𝑧] ∩ [𝑧, 𝑥𝑦𝑧] = {𝑥𝑦𝑧}. 

Terbukti, (i),(ii), dan (iii). □ 

4. Kesimpulan 

Adapun kesimpulan dari penelitian ini, meliputi 

1. Setiap latis distributif (𝐿, ⋀, ⋁) merupakan aljabar median. 

2. Setiap interval [𝑎, 𝑏] dalam suatu aljabar median (𝑀,𝑚) merupakan latis distributif. 

3. Beberapa sifat interval [𝑎, 𝑏] dalam suatu aljabar median (𝑀,𝑚) diantaranya sebagai 

berikut: 

(i) [𝑎, 𝑎] = {𝑎} 

(ii) 𝑥, 𝑦 ∈ [𝑥, 𝑦] 

(iii) Jika 𝑐, 𝑑 ∈ [𝑎, 𝑏] maka [𝑐, 𝑑] ⊆ [𝑎, 𝑏]. 

(iv) [𝑥, 𝑦] ∩ [𝑥, 𝑧] = [𝑥, 𝑥𝑦𝑧]; 

(v) Jika 𝑦 ∈ [𝑥, 𝑧] maka [𝑥, 𝑦] ∩ [𝑦, 𝑧] = {𝑦}; 

(vi) [𝑥, 𝑦] ∩ [𝑦, 𝑧] ∩ [𝑧, 𝑥] = {𝑥𝑦𝑧}. 
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