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Abstract

Generally, discussion about diagonalization of matrices in linear algebra is a matrix over the field.
This research presents the diagonalization of matrices over commutative rings. Previous studies
have explained the diagonalization of the matrix over a commutative ring, but there are some
shortcomings in it. Therefore, this paper will present a matrix diagonalization process that could
overcome these shortcomings. This research proposes a method for diagonalization matrices
where the characteristic polynomial splits completely over the image of a ring homomorphism.
Furthermore, the diagonalization is done over ring localization, so that there are more
commutative ring matrices which can be diagonalized in this way. Meanwhile, the sufficient
condition for a matrix which can be diagonalized in this thesis is when the determinant of the
matrix whose columns are the eigenvectors is regular. Furthermore, to show this diagonalization
method applies in general, given a special matrix n x n which satisfies the sufficient condition.
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1. Pendahuluan

Pada umumnya diskusi mengenai diagonalisasi matriks, merupakan proses diagonalisasi
pada matriks yang elemen-elemennya merupakan bilangaan real atau kompleks, hal ini
diagonalisasi matriks atas ring, yaitu matriks yang elemen-elemennya merupakan anggota
dari suatu ring komutatif [1].

Dalam penelitiannya [7,16] menyatakan bahwa polinomial monik dengan satu variabel
yang koefisien-koefisiennya merupakan anggota dari suatu ring komutatif, dapat
difaktorkan secara lengkap di suatu ring komutatif yang merupakan bayangan
homomorfis dari ring tersebut. Karena, polinomial karakteristik dari matriks atas ring
merupakan polinomial monik dengan satu variabel yang koefisien-koefisiennya
merupakan anggota dari ring, maka polinomial karakteristik dari matriks atas ring dapat
difaktorkan secara lengkap di bayangan homomorfis dari ring tersebut. Akar-akar dari
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polinomial karakteristik yang telah difaktorkan secara lengkap kemudian dapat disebut
sebagai nilai eigen dari matriks atas ring tersebut. Karena penentuan nilai eigen matriks
atas ring menggunakan pemfaktoran secara lengkap dilakukan pada bayangan
homomorfis dari ring tersebut, maka nilai eigen dapat diperoleh dengan cara pemfaktoran
secara lengkap. Penelitian lain mengenai pemfaktoran secara lengkap sendiri dapat dilihat
pada [8,9,13,14].

Lebih lanjut, pada [2] dinyatakan bahwa suatu matriks M atas ring A invertible jika
determinan dari matriks tersebut merupkan elemen yang memiliki invers di A. Oleh
karena itu, untuk memperluas cakupan dari matriks yang dapat didiagonalisasi, pada
penelitian ini diagonalisasi matriks atas ring dilakukan atas lokalisasi dari ring, sehingga
pada penelitian ini matriks M atas ring A invertible, jika determinan dari matrik
Mmerupakan elemen reguler di A. Pembahasan mengenai lokalisasi ring kemudian dapat
dilihat pada [3,4,12,17].

Pada penelitian ini akan ditunjukkan bahwa syarat cukup suatu matriks M atas ring A
dapat didiagonalisasi menggunakan metode pemfaktoran secara lengkap, yaitu ketika
determinan dari matriks yang setiap vektor kolomnya merupakan vektor eigen dari M
adalah elemen reguler. Lebih lanjut akan dijelaskan proses diagonalisasi matriks atas ring
dengan metode pemfaktoran secara lengkap menggunaka contoh-contoh yang mudah
dipahami.

2. Metodologi

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi literatur yang bersifat teoritis
dengan mengkaji topik penelitian terkait diagonalisasi matriks atas ring. Langkah-
langkah dalam menyelesaikan penelitian ini adalah dengan mengkaji tentang matriks
diagonal dan matriks kofaktor pada matriks atas ring, serta sifathya yang kemudian
dikaitkan dengan pemfaktoran secara lengkap, sehingga akan diperoleh syarat cukup
suatu matriks atas ring dapat didiagonalisasi dengan metode pemfaktoran secara lengkap.

3. Hasil dan Pembahasan

Pada bagian ini, akan diberikan definisi dan sifat dari matriks atas ring, serta definisi dari
pemfaktoran secara lengkap, dan kemudian akan jelaskan proses diagonalisasi matriks
atas ring dengan metode pemfaktoran secara lengkap.

3.1 Matriks atas Ring

Definisi dan notasi dari matriks diagonal atas ring, yaitu jika diberikan A ring komutatif
dengan elemen identitas dan M(a,,) merupakan matriks atas A dengan a;, ..., a, € 4,
maka matriks diagonal dengan elemen-elemen diagonal utamanya a,, ..., a,, dinotasikan
dengan diag(a,,-:-,a,). Selanjutnya, matriks identitas atas ring dinotasikan I,, =
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diag(1,..,1) = (8,4), dengan 6,, =1 ketika p =q dan &,, = 0ketika p # q.
Adapun, konsep-konsep dasar pada matriks atas ring sama halnya dengan matriks atas
lapangan. Selanjutnya akan diberikan definisi dari matriks kofaktor, serta hubungan dari
matriks kofaktor dan matriks invertible pada matriks atas ring.

Definisi 3.1 Diberikan A ring komutatif dengan elemen identitas dan M (a,,,) merupakan
matriks n X n yang entri-entrinya anggota A. Jika determinan matriks (n — 1) x (n — 1)
setelah baris ke-q dan kolom ke-p dicoret dari M, dinyatakan dengan (—1)?*9a;, maka
matriks n X n yang entri-entrinya a;, dinyatakan dengan

a11C alnC
M¢ = (azc)q) — ( )

an1C -+ ApnC

Lebih lanjut, matriks M¢ disebut matriks kofaktor atau matriks adjoin dari M. Karena M*¢
merupakan matriks adjoin dari M, dan konsep determinan pada matriks atas ring sama
halnya dengan matriks atas lapangan, sehingga diperoleh persamaan berikut.

MM¢€ = det(M) I,, = M°M. (3.1)

Selanjutnya, berdasarkan Persamaan (3.1) diperoleh bahwa jika det(M) reguler di A,

maka matriks M memiliki invers, yaitu
1

-1 c

= det(M)

dengan elemen-elemen M~1 merupakan anggota dari lokalisasi ring A4 yang dinotasikan
1
det(M)

dengan A[ ] Dengan demikian dapat dikatakan bahwa jika det(M) reguler di A

1
det(M)]

maka M memiliki invers di 4 [

3.2 Diagonalisasi Matriks atas Ring

Penelitian ini akan membahas mengenai diagonalisasi matriks atas ring dengan cara
memfaktorkan polinomial karakteristik dari suatu matriks atas ring dengan
memanfaatkan bayangan homomorfis dari ring tersebut. Oleh karena itu, berikut
diberikan definisi pemfaktoran secara lengkap atas homomorfisma ring.

Definisi 3.2 Diberikan A ring komutatif dengan elemen identitas, B ring komutatif,
@: A — B homomorfisma ring dan B[T] menyatakan himpunan polinomial monik dalam
variabel T yang koefisien-koefisiennya merupakan anggota B. Suatu polinomial monik

p(T) =T"—p T 1+ -+ (=1)"py
di A[T] dikatakan dapat difaktorkan secara lengkap atas ¢, jika
(ep)(T) =T" = @PIT" + -+ (=)@ (py) = (T = p1) =+ (T — py)
dengan p,, -+, p, € B. Secara ringkas dapat ditulis
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p(T) =T" —pi T+ -+ (=1)"pp = (T — p1) - (T — pp).
Selanjutnya, diberikan definisi diagonalisasi matriks atas ring dengan metode
pemfaktoran secara lengkap atas homomorfisma ring berikut.

Definisi 3.3 Diberikan A ring komutatif dengan elemen identitas, B ring komutatif, dan
@:A — B homomorfisma ring. Suatu matriks M = (a;;) berukuran n X n yang setiap

elemennya anggota A, dikatakan dapat didiagonalisasis atas homomorfisma ¢, jika
terdapat matriks invertible N berukuran n X n dengan elemen-elemen di N merupakan
anggota B, sehingga

N=tp(M)(N) = N"*o((a;j))N

merupakan matriks diagonal. Secara ringkas dapat ditulis
N=MN = N"'¢ ((a;;)) N.

Selanjutnya akan diberikan definisi dan notasi dari sifat-sifat matriks atas ring yang akan
digunakan dalam proses diagonlisasi. Pertama didefinisiskan suatu matriks atas ring
M (T) sebagai berikut.

M(T) =M—TI,

all.—T Ain
)
aMyy -+ alDy,
<a(f>n1 a&inn)

Selanjutnya polinomial karakteristik dari matriks M atas ring A, didefinisikan sebagai
berikut:

pu(T) = (=1)" det(M(T)),
dengan py (T) € A[T]. Adapun, matriks kofaktor dari matriks M (T) dinotasikan sebagai
berikut:
a(M)y; - all)y,
M(T)¢ = : .
a(T)Cnl a(T)Cnn
Selanjutnya, pada proposisi berikut akan diberikan hubungan antara matriks kofaktor dari
M (T) dengan determinan dari matrik M (T).

Proposisi 3.1 Diberikan A ring komutatif dengan elemen identitas, M = (a;;) merupakan
matriks berukuran n X n yang setiap elemennya anggota A, dan M(T)¢ merupakan
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a(T)1
matriks kofaktor dari M. Jika : ! merupakan vektor kolom ke-q dari matriks
a(T)sq
M (T)¢, maka
a(T)iq 61q a(T)iq
M| =det(MM)| : |+T| + |
a(T)nq Onq a(T)nq

Bukti. Perhatikan bahwa M = M(T) + T1I,, Sehingga berdasarkan Persamaan (3.1)
diperoleh

”(I‘}Il-q ﬁl{:'r]rl-r; n(IJElq H(IJ(Ir;
M : = (M(T)+TI,) : = M(T) 5 +T1, :
n(IJ:er; ”(I‘}j’;q’ H(I‘]‘;.er; G{I‘] :'.l(,l
H(I-:Jll T H(I‘]ln ﬁ{:r]rl.r,l ”{I‘]rl-r,ﬂ
_ : : : LT
a(T)ar -+ a(T)un a(T):, a(T)z,
dlf.' ”{I‘}rl-q
=det(M(T))| i |+T :
‘ﬁrm n(:{:ltnr;
dengan &,,, = 1ketikap = g dan §,, = O ketikap # g untuk setiapp = 1, ..., n. O

Selanjutnya, pada teorema berikut diberikan syarat cukup suatu matriks dapat
didiagonalisasi menggunakan pemfaktoran secara lengkap atas homomorfisma ring.

Teorema 3.2 Diberikan A ring komutatif dengan elemen satuan, B ring komutatif, ¢: A —
B homomorfisma ring, dan M merupakan matriks yang elemen-elemennya anggota di 4,

dengan
a(pl) 11 " a(pz) 1n
M(T)C(pltpn) — : ] ...C
a(e,) - ale,),
(i)  Jika polinomial karakteristik dari matriks M dapat difaktorkan secara lengkap atas
homomorfisma ¢, yaitu

pu(T) = (T = p1) = (T = pn)
dengan p,.-:-, p, € B, maka

M M(T)(py.-+, pn) = M(T)(p1.**+, pp)diag(ps.--, pn (3.2)
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(i) Jika d = det(M(T)“(py.-:+,pn)) reguler di B, maka matriks M dapat
didiagonalisasi atas B [ﬂ dan

Bukti.

(M(T)¢(ps. ---,pn))_lMM(T)C(pl- ©+, pp) = diag (py, -, Pr)-

(i)  Perhatikan bahwa

MM(T) (p1.-+,pn) =M

a(T)Cn a(T)Cln
a(l),, - al,
a(p1)iq a(pn)iq
=M : e M :
a(pl)flq a(pn)flq

Selanjutnya, berdasarkan Proposisi 3.1 diperoleh

MM(T)(p1.:-+ , pn)

( 1 alm ) [0 P ) in \ )
det({ M{m)) + : e det{M{pa)) ] 5|+ :
\ 0 a(T)e, \ 1 a(pnlin | |
[ det(M(py)) --- o\ [ [ a0 alpa)in | )
: +| m : "t Pn
\ 0 . rfrf[-\flﬂ»]](,l \ alp)n alpnlin | )
[ det(M(p)) --- 0 \ [ alp)s, - MMH“\(pL-H 0\
\ 0 . dfr[.m_;:,.n}l L&r!i_,rn]'”l ui_p.;]',mJ L n .- P )
(det(M(pn) 0
: + M(T)(pr, -, pu)diag(py, - -~ pn).
|,\ 0 det( M pa))
Karena det(M(p,)) = -+ = det(M(p,)) = 0, maka diperoleh

M M(T)(ps.-+, pn) = M(T)°(p1.*+, pp)diag(ps. -+, Pn)-

(i) Diketahui bahwa d elemen reguler di B, berarti dapat dibentuk lokalisasi ring B atas

d yang dinotasikan dengan B [ﬂ Karena det(M(T)“(p;.-*+,pn)) reguler di B,

maka terdapat (M (T)¢(p. -+, pn))_lyang elemen-elemennya anggota B E] Oleh

karena itu, dengan mengalikan matriks tersebut dari kiri ke Persamaan (3.2)

diperoleh
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(M(T)(py. -+, 0))” MM(T)(py. -+, pn) = diag (py, .., pp)- T

Berdasarkan Teorema 3.2 diperoleh akibat sebagai berikut.

Akibat 3.3 Kolom-kolom M(T)¢(p;.::*, p,) merupakan vektor eigen dari matriks M
yang berkorespondensi dengan nilai eigen p4, -+, pp,.

Bukti. Berdasarkan Proposisi 3.1 diperoleh

”(fjr.r}cl.q tilr.r ”(.”r;}rl:r,a
M : = det(M(p,)) : + Py :
n(.”"i’:l::lq (i-"lf.' ”{pﬁ'}‘!;q
(Tl[ﬂ,;:lrju
= Pq :
a{.lr}f.'}i;rj

Terbukti bahwa vektor kolom ke-q dari M(T)¢(p,.--+, p,) merupakan vektor eigen dari
matriks M yang berkorespondensi dengan nilai eigen p,. O

Selanjutnya, untuk memahami proses diagonalisasi matriks atas ring dengan metode
pemfaktoran secara lengkap, maka akan diberikan contoh diagonalisasi matriks atas ring
sebagai berikut.

Contoh 3.1 Diberikan A = Z[X] dan matriks M yang elemen-elemennya anggota di A

dengan
_ 3 _
M= (1 XX 2 2).
1+x 4 —x+x
Diperoleh
1-x)-T x3 =2 >
M(T =(
(7) 1+ x? 4—-—x+x*)-T
dan
pu(T)=(1—2)-T)(d—z+2))-T) - (1 +2%)(z* -2)
=T — (5 -2+ 22T+ (4 -5z +22%) + 2 — 22% — 2% + 2°
=T?—(5— 20 +2%)T 46 — 5z — 2° + 2°
dengan

(4—x+x>)-T 2 —x? )

MU)CZ( 1 — x2 1—x)—T

Dibentuk pemetaan ¢:Z[X] — Z, yaitu apabila diambil sebarang q € Z[X] dengan
q(x) = ey + e1x + e,x% + -+ + e, x™ untuk setiap e, -+, e,, € Z, didefinisikan
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¢ ZIX]-Z

q(x) » p(eg + e1x + -+ e,x™) = e,.

Perhatikan bahwa untuk setiap g, 7 € Z[X] dengan g(x) = e + e;x + e;x% + -+ + e, x™
danr(x) = fo + fix + fox? + -+ f,x™ dengan eg, -+, en, fo, -+, fin € Z, belaku

elg(z) +r(z)) = p((eg + e1x + a2 + - + €,2") + (fo + fiz + for’ + - + fz™))

= ‘r’:li{{:“ + f{]} + {(!| + _f.lj.i' + -4 lr.:”.f'” + .L“.rm}

dan

e(g(@)r(@) = ¢((eo + 1z + e22® + -+ enz")(fo+ frz + foa? + -+ + fuz™))
= ¢((eofo) + (eofr + erfo)x + (eofa + eafo + erfi)a® + -+ + (en fru)z™ ™)
= epfo
= p(q(z))p(r(z)).

Dengan demikan diperoleh bahwa ¢ merupakan homomorfisma ring, sehingga
polinomial karakteristik p,(T) di A[T] dapat difaktorkan secara lengkap atas¢, yaitu

pu(T) =T% — (5 —2x +x2)T + (6 — 5x — x3 + x°)

=T?-5T+6

= (T -2)(T-3)
dengan 2,3 € Z. Selanjutnya, dengan memetakan detiap elemen M atas ¢ diperoleh

(1 =2
M = (1 4 )
dan
(2 2
Mrre3)=(5 5)

sehingga diperoleh det(M(T)C(Z,S)) = —2. Jelas bahwa —2 merupakan elemen reguler
di Z. Diketahui bahwa —2 tidak memiliki elemen invers di Z, namun karena —2
merupakan elemen reguler di Z, maka dapat dilakukan lokalisasi pada ring Z. Diberikan
T ={1,-2,4,-8,...}. Jelas bahwa T tertutup terhadap perkalian, sehingga dapat
dibentuk lokalisasi Z atas T, yaitu

8 [(—12)] = {(—Z)n

a€Z (-2)"€ T}
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untuk n bilangan asli. PErhatikan bahwa terdapat —Tz € Z [ﬁ] sehingga _TZ(—Z) = 1.
KarenaZ c Z [ﬁ] diperoleh invers dari matriks M (T)¢(2,3) atas Z [ﬁ]
—2/-2 -2
c -1 _ _ —
M(T)(23) 7" = ( C )
Selanjutnya, diperoleh diagonalisasi matriks M atas ring Z [ﬁ] berikut

c -1 c -2/ - -
M(T)“(2,3)"*M M(T)¢(2,3) T( 12 22) (1 42) (_21 _22)

)
= diag(2,3).

Perhatikan bahwa jika dipilih urutan faktor yang berbeda diperoleh

Mrre)=(2 2)

dengan det(M(T)¢(3,2)) = 1, sehingga diperoleh
mrye =7 )

dan ' '
M(T)¢(3,2)*M M(T)¢(3,2) _ (—11 —12) (1 —42) (_11 _21)
(o 2
= diag(3,2).

Contoh 3.2 Diberikan A = Z dan M = (51) Z) dengan elemen-elemen di M merupakan
anggota A. Diperoleh

_(3-T 5
M(T)_( 1 4—T)
dengan
pu(T) = (=1)*det(M(T))
=B3-T)4-T)-5
=T?>—-7T+7
dan
c_(4—-T =5
M(T) _(_1 3_T).
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Dibentuk pemetaan ¢:Z — Zs yang didefinisikan dengan ¢ (x) = x (mod 5) = X, untuk
setiap x € Z. Jelas bahwa ¢ merupakan homomorfisma ring, sehingga polinomial
karakteristik p,, (T) di A[T] dapat difaktorkan secara lengkap atas ¢, yaitu

pu(T) =T?+ @(=7)T + ¢(7)

=T2+3T+2
= (T —4)(T -3)
dengan 4,3 € Zs. Selanjutnya, dengan memetakan setiap elemen di M pada ¢ diperoleh
_(3 0
M= (T z)
dan
=1 10
M(T)(3,4) == _)
OEH=(; )

Sehingga, diperoleh det(M(T)(3,4)) = 4. Jelas bahwa 4 reguler di Zs. Kemudian akan
ditentukan invers dari 4 dengan melakukan lokalisasi. Diberikan T{4, 1}, jelas bahwa T
tertutup terhadap perkalian dan tidak memuat pembagi nol di Zs, sehingga dapat dibentuk

lokalisasi Zs atas T
1 0123401234
Zsz:::::::::::_

Karena Zs lapangan, maka jelas bahwa 4 memiliki invers di Zs, dengan (4)~! = 4. Oleh
karena itu diperoleh

={0,4,3,2,1,0,1,2.3,4}

= L.
Selanjutnya, karena Zs E] = Zs maka didapatkan invers dari matriks M (T)°(3,4) atas
Zs berikut

c—_—l__—1‘_1-6_—‘_1-6_i
M GHT =@ )=1(7 I)=(;
Selanjutnya diperoleh diagonalisasi matriks M atas Zs berikut.

B ol
~—

M(T)¢(3,4) M M(T)¢(3,4) :(% g)@ g)(%

Ol
—

G

= diag(3,4).
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Berdasarkan Contoh 3.2 dapat disimpulkan bahwa, jika dalam proses pemfaktoran secara
lengkap atas homomorfisma ¢ dilakukan dengan memetakan ring A ke suatu lapangan,
maka proses lokalisasi tidak perlu dilakukan.

Selanjutnya perhatikan bahwa, jika dipilih urutan faktor yang berbeda di Zg sebagai

berikut.
c(iay_(4—4 0 Y_(0 ©
M@ = ( 2 §—§) - (z 6)'

Dapat dilihat bahwa denngan urutan faktor yang berbeda diperoleh det(M (T (4, §)) =
0. Berarti, det(M(T)¢(4, 3)) bukan elemen reguler di Zs. Dengan kata lain M(T)¢ (4, 3)
tidak invertible dan M tidak dapat didiagonalisasi. Oleh karena itu dapat disimpulkan
bahwa urutan dari faktor-faktor dari polinomial karakteristik matriks M atas ring A setelah
dilakukan pemfaktoran secara lengkap atas ¢ mempengaruhi proses diagonalisasi. Dapat
dilihat bahwa wurutan faktor p; dan p, yang dipilih dapat menyebabkan
det(M(T)¢(p1, p2)) tidak reguler di A. Akibatnya M tidak dapat didiagonalisasi. Terkait
hal ini berikut diberikan contoh yang berlaku secara umum untuk p4, ---, p,, pada matriks
diagonal.

Contoh 3.3 Diberikan M matriks diagonal dengan

a; 0 o 0
M = diag(aq,-,a,) = 0 a:Z O
0 O Ry an
Diperoleh
a,—-T 0 0
M(T) = diag(a, ~ T, a, -y = 0 27T =0
0 0 an -T
dan
M(T)*
(a;=T)(ap,—T) 0 0
— 0 (a, —=T)az—T)-(an—T) - 0
0 0 o (@ =T)(ap1 = T)

=diag([liz1(a; = T), -, [lizn(a; = T)).

Jika diasumsikan p,,(T) dapat difaktorkan secara lengkap atas ¢ dengan

pu(T) = (T — p1) -+ (T — pn),
maka diperoleh
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M(T)(p1, ) Pn)

(az —p1) - (an — p1) 0 0
— 0 (a; — p2)(as — Pz) = (an = p2) 0
6 0 . (al_pn)":(an—l _pn)
= diag (H(ai =P, H(ai - pn)>-
i#1 i#n

Perhatikan bahwa, jika dipilih p; = a; untuk i = 1, ---, n diperoleh

det(M(T)(py1, -+, pn)) = H(pi - pj)-
i%]

Sedangkan,
det(M(T)(pz, -+, py)) = H(pi —p;) = 0.

1¥]

Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa untuk maktrik yang urutan faktornya
P1, -+, Pn, Memiliki invers dan dapat dilakukan diagonalisasi. Dilain pihak untuk matriks
yang urutan faktornya p,,p,,-::,p, diperoleh determinan matriksnya bernilai nol.
Dengan kata lain, matriks tersebut tidak dapat didiagionalisasi. Berdasarkan Contoh 3.3
jelas dapat dilihat bahwa urutan dari faktor-faktor yang dipilih mempengaruhi bisa
tidaknya suatu matrikk atas ring dapat didiagonalisasi dengan metode pemfaktoran secara
lengkap.

4, Kesimpulan

Berdasarkan hasil penelitian yang diperoleh dapat disimpulkan bahwa:

(1) Syarat cukup suatu matriks M atas ring A dengan metode pemfaktoran secara lengkap
dapat didiagonalisasi adalah ketika determinan matriks kofaktor dari M setelah
dilakukan pemfaktoran secara lengkap merupakan elemen reguler.

(2) Proses lokalisasi dalam mendiagonalisasi suatu matriks atas ring hanya dilakukan
pada matriks atas ring, yang tidak semua anggota dari ring tersebut memiliki elemen
invers terhadap perkalian.

(3) Dalam proses diagonalisasi matriks atas ring dengan metode pemfaktoran secara
lengkap, diperoleh bahwa urutan dari faktor-faktor yang didapatkan dari proses
pemfaktoran secara lengkap mempengaruhi bisa tidaknya suatu matriks atas ring
dapat didiagonalisasi.
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