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Abstract

Suppose that 0 = po < p1 < ... < pn1 are eigen values of a Laplacian matrix graph with n vertices
and m(Uo), m(Ma), ..., m(Hn-1) are the multiplicity of each p, so the Laplacian spectrum of a graph
can be expressed as a matrix 2 x n whose line elements are o, Ui, ..., Mn-1 for the first row, and
m(WUo), m(Ua), ..., m(un-1) for the second row. In this paper, we will discuss Laplacian spectrum of
the directed windmill graph (Q3) with k > 1. The determination of the Laplacian spectrum in this
study is to determine the characteristic polynomial of the Laplacian matrix from the directed
windmill graph (Q3) with k > 1.
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1. Pendahuluan

Graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan yang dinotasikan dengan
G = (V(G), E(G)), dengan V(G) adalah himpunan tidak kosong dari simpul-simpul dan
E(G) adalah himpunan sisi yang menghubungkan sepasang simpul. Biasanya sebuah graf
digambarkan dengan kumpulan simpul-simpul yang dihubungkan oleh sisi berupa garis
tak berarah atau garis berarah. Graf yang dihubungkan dengan garis tak berarah disebut
graf tak berarah, sedangkan untuk graf yang dihubungkan dengan garis berarah disebut
graf berarah.

Graf dapat direpresentasikan ke dalam matriks, diantaranya matriks ketetanggaan,
matriks bersisian, dan matriks Laplace. Matriks Laplace dari graf G dengan n buah simpul
atau L(G) adalah matriks berukuran n X n yang diperoleh dari L(G) = D(G) - A(G).
Matriks D(G) adalah matriks diagonal yang elemen diagonal utamanya merupakan
derajat dari setiap simpul pada graf G, dan A(G) adalah matriks ketetanggaan dari graf G,
dengan entri a;j bernilai 1 jika simpul v; terhubung langsung dengan simpul vj, dan bernilai
0 jika simpul v; tidak terhubung langsung dengan simpul v;. Matriks Laplace dikenal juga
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sebagai matriks Kirchhoff [1]. Namun, matriks Laplace pada graf berarah G dengan n
simpul dan m buah sisi dapat diperoleh dari perkalian matriks bersisian N(G) dengan
matriks N(G)" [2], [3]. Matriks N(G) merupakan matriks berukuran n X m dengan entri

nij bernilai 1 jika simpul i bersisian dan berorientasi arah menuju simpul j, bernilai —1
jika simpul i bersisian dan berorientasi arah meninggalkan simpul j, dan bernilai 0 jika
simpul i tidak bersisian dengan simpul j.

Matriks Laplace L(G) memiliki karakteristik, diantaranya adalah matriks Laplace
merupakan matriks singular, simetri dan semidefinit positif. Selain itu, perubahan
pelabelan sisi pada graf G tidak berpengaruh pada matriks Laplace. Jika po < p1 < ...
< Mn-1 merupakan nilai eigen dari matriks Laplace L(G), maka po = 0, dengan vektor
eigen [1,1, ...,1]. Jika G graf terhubung, maka w1 > 0 [4]. Nilai eigen terkecil dari matriks
Laplace selalu bernilai 0 dan nilai eigen terkecil kedua atau p dikenal sebagai algebraic
connectivity dari graf [5]. Penelitian yang sudah dilakukan terkait dengan nilai eigen dari
matriks Laplace mengkaji beberapa hal, yaitu batas atas dari jumlah nilai eigen dari
matriks Laplace [6], energi dari matriks Laplace [7], [8], [9], dan batas atas nilai eigen
terbesar matriks Laplace pada graf bipartite [10].

Spektrum dari graf G adalah susunan nilai eigen dari matriks ketetanggaan dan
multiplisitasnya, yang dinotasikan dengan Spec G. Spektrum graf dapat diperoleh dengan
melakukan operasi matriks, seperti menentukan determinan matriks hingga didapatkan
polinomial karakteristik dan nilai eigen. Analisis spektrum graf memiliki banyak
kegunaan di berbagai bidang sains dan teknologi, diantaranya untuk melihat sifat
geometris dari sebuah jaringan, yang berkaitan dengan konstanta Cheeger, untuk
mempelajari analisis sinyal pada graf, dan untuk mempelajari beberapa fitur dari random
walk pada graf yang melalui matriks transisi stokastik [11]. Menurut Biggs [4], jika nilai
eigen berbeda dari matriks ketetanggaan adalah 20 > A1 > ... > A n.1 dan multiplisitasnya
adalah m(ko), m(A1), ..., m(hn-1), maka dapat dituliskan

N A A

Spec G = nt ]
m@,) m@A) - m@,_)

Selain matriks ketetanggaan, ada matriks lain yang dapat digunakan untuk memperoleh
nilai spektrum suatu graf, yaitu matriks Laplace. Jika spektrum suatu graf diperoleh dari
matriks Laplace, maka disebut sebagai spektrum Laplace (Spec. G). Jika nilai eigen
berbeda dari matriks Laplace adalah 0 = po < p1 < ... < pn-1 dan multiplisitasnya adalah
m(Ho), M(M1), ..., M(Mn-1), menurut Umam [12], spektrum Laplace dapat dituliskan

Ho Hy M1 ]

Spec. G =
m(uo) m(ul) m(un_l)
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Beberapa peneliti telah melakukan kajian tentang spektrum Laplace pada suatu graf, yaitu
spektrum Laplace pada graf corona dan graf corona sisi [13], spektrum Laplace pada
beberapa variasi graf corona [14], estimasi spektrum Laplace pada graf hasil kali
langsung dan hasil kali kuat dengan menggunakan pendekatan heuristic [15], spektrum
adjacency dan Laplace pada graf mahkota (SQ) [12], spektrum adjacency pada graf kincir
angin berarah (Q;) [16], spektrum Laplace graf konjugasi dari grup dihedral D2, untuk n
ganjil, n > 3 [17], dan spektrum adjacency dan Laplace pada graf bintang (Sn) dan graf
lengkap (Kn) [18]. Penelitian ini bertujuan untuk menentukan spektrum Laplace graf

kincir angin berarah (QZ) dengann=3dan k> 1.

2. Metodologi

Metode penelitian yang digunakan pada penelitian ini adalah studi literatur. Penelitian ini
bertujuan untuk menguraikan bentuk umum spektrum Laplace pada graf kincir angin

berarah (QZ) dengan n = 3 dan k > 1. Adapun tahapan-tahapan yang dilakukan dalam
menentukan spektrum Laplace sebagai berikut:

1. Menentukan matriks Laplace dari graf kincir angin berarah (Qi) dengan k> 1 yang

diperoleh dari perkalian matriks bersisian dengan matriks transpose-nya.
2. Menentukan polinomial karakteristik dan nilai eigen matriks Laplace dari graf

kincir angin berarah (Qi) dengan k> 1
3. Merumuskan bentuk umum polinomial karakteristik matriks Laplace dari graf

kincir angin berarah (Qi) dengan k> 1.

4. Merumuskan bentuk umum spektrum Laplace dari graf kincir angin berarah (Qi)
dengan k> 1.

3. Hasil dan Pembahasan

Graf Dutch windmill adalah graf yang diperoleh dari graf sikel C, dengan sebuah simpul

yang berimpitan. Graf Dutch windmill dinotasikan dengan D:, dengan m menyatakan
banyaknya graf sikel C, yang berhimpit dan n menyatakan banyaknya simpul dari graf

sikel C,. Graf Dutch windmill (D:) memiliki simpul sebanyak (n-1)m + 1 dan sisi
sebanyak mn [19].
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3 4 V4 Vs Vs Vi Ve Vg
15 Vs V2 v7 V4 Va2 V7 Vo
D2 D2 D2
3 4 5

Gambar 1. Graf Dutch windmill (D;}*)

Graf kincir angin berarah merupakan graf berarah hasil modifikasi dari graf Dutch

Windmill (Dnm) yang ditambahkan satu buah simpul dan sisi yang bertetangga dengan titik
pusat Kincir angin. Semua sisinya memiliki orientasi arah menuju ke titik pusat kincir

angin. Graf kincir angin berarah dinotasikan dengan Q:l, untuk m = 3 dan k = 1. Graf

Kincir angin berarah (Q:{n) memiliki simpul sebanyak (m— 1)k + 2 dan sisi sebanyak
mk + 1 [16].

Ve €5 Vg4 v €9 v
e e

€11

€g
Vv; Vg €10 Vo

Gambar 2. Graf kincir angin berarah (Q:l)

Pembahasan bentuk umum spektrum Laplace pada graf kincir angin berarah (Q:) dengan
n=3dan k > 1 yaitu Qi akan dilihat terlebih dahulu pola dari polinomial karakteristik

matriks Laplace dari graf kincir angin berarah Qi, Qi, Qz, dan Qi.
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3.1 Menemukan Pola Polinomial Karakteristik Matriks Laplace pada Graf Kincir

Angin Berarah (Qz)

A. Graf Kincir Angin Berarah Qi

Graf kincir angin berarah Qi dapat dilihat pada Gambar 3.

€4
V3 vy

(] €3

1

€1
V2

Gambar 3. Graf kincir angin berarah (Qi)

Berdasarkan Gambar 3, matriks bersisian dari graf kincir angin berarah Qj
sebagai berikut

1 -1-1 0
5. |1 0 0 o
N(@,) == 0 1 0 -1

lo o 1 1/
sehingga diperoleh matriks Laplace-nya adalah

3 -1 -1 -1
3 3 3 -1 1 0 0
L(Q1) = N(Ql) % N(Ql)T - -10 2 -1f

-1 0 -1 2]

Polinomial karakteristik matriks Laplace dari graf kincir angin berarah Qi adalah

P(Q, 1) = (- 1) (1 -3) (u—4) =0. M

3
B. Graf Kincir Angin Berarah @,

Graf kincir angin berarah Q; dapat dilihat pada Gambar 4.

Gambar 4. Graf kincir angin berarah (Q;)

Berdasarkan Gambar 4, matriks bersisian dari graf kincir angin berarah Qi
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sebagai berikut

-1 -1 -1 0 -1 -1 0]
1 0 0 0 O 0 0

3 0 1 0 -1 0 0 0

N = :
@) 0O 0 1 1 0 0 O
o 0o 0 0 1 0 -1

[0 o0 o 0 o0 1 1.

sehingga diperoleh matriks Laplace-nya adalah

[5 -1 -1 -1 -1 —1]

-11 0 0 0 O

3 3 3 -1 0 2 -1 0 O
L@)=N@)xN@y=|" 0 5 T
-10 0 0 2 -1

-1 0 0 0 -1 2.

Polinomial karakteristik matriks Laplace dari graf kincir angin berarah Qi adalah

p(Qo, 1) = 1 (U — 1) (1 — 3) (U —6) = 0. )

C. Graf Kincir Angin Berarah Qz

Graf kincir angin berarah Qi dapat dilihat pada Gambar 5.

V7

€10

Gambar 5. Graf kincir angin berarah (Qz)

Berdasarkan Gambar 5, matriks bersisian dari graf kincir angin berarah Qi
sebagai berikut

-1 -1 -1 0 -1 -1 0 -1 -1 0]
1 o o 0 0 O O 0O O O
o 1 0 -1 0 0 0 0 0 ©0
3 o o 1 1 0 0 0 0 0 0
N(@,) = o o0 0 o0 1 0 -1 0 0 oOf
o o o0 O 0 1 1 0 0 ©
o 0 0 o o0 O o0 1 0 -1
(o 0 0 o o o0 O O 1 1]

136



Spektrum Laplace Pada Graf Kincir Angin Berarah (Q3) ....................... M. Amaliyanah, S.R. Nurshiami, Triyani

sehingga diperoleh matriks Laplace-nya adalah

(7 -1 -1-1-1-1-1 —1]

-11.0 0 0 0 0 0

-10 2 -10 0 0 0

3 3 37_[-1 0 -1 2 0 0 0 o0
L(Q5) = N(Q3) x N(Q,)" = 10 0 0 2 10 o0
-10 0 0 -12 0 0

-10 0 0 0 0 2 -1

-1 0 0 0 0 0 -1 2]

Polinomial karakteristik matriks Laplace dari graf kincir angin berarah Qi adalah

p(Qs 1) = 1 ( — 1)° (—3)* (u—8) = . 3)

3
D. Graf Kincir Angin Berarah @,

Graf kincir angin berarah Qi dapat dilihat pada Gambar 6.

Gambar 6. Graf kincir angin berarah (Qi)

Berdasarkan Gambar 6, matriks bersisian dari graf kincir angin berarah Qi
sebagai berikut

(-1 -1 -1 0 -1 -1 0 -1 -1 0 -1 -1 0]
1 0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 0 0
0 1 0 -1 0 0 0 0 O 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0 O 0 0 0 0
N(Qi) -0 0 0 0 1 0 -1 0 O 0 0 0 0 ’
0 0 0 0 0 1 1 0 O 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 -1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 O 0 1 0 -1
[ 0 0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 1 1]

sehingga diperoleh matriks Laplace-nya adalah
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79 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 —1 —1]

11 0 0 0 0 0 0 0 0

10 2 -10 0 0 0 0 0

10 -12 0 0 0 0 0 0

3. 3 3y -1 0 0 0 2 -1 0 0 0 0
L(Q,) =N(@,) * N@,) = 10 0 0 -12 0 0 0 o0f
10 0 0 0 0 2 -1 0 0

10 0 0 0 0 -1 2 0 0

10 0 0 0 0 0 0 2 -1

10 0 0 0 0 0 0 —1 2

Polinomial karakteristik matriks Laplace dari graf kincir angin berarah Qi adalah
3
PQ, 1) =1 (n-1)* (-3)*(n-10) =0. (4)

Berdasarkan persamaan (1), (2), (3), dan (4), polinomial karakteristik matriks

Laplace dari graf kincir angin berarah Qi terlihat pola seperti pada Tabel 1.

Tabel 1. Polinomial karakteristik matriks Laplace graf kincir angin berarah (Qi)

Graf Kincir Angin Berarah (Qi) Polinomial Karakteristik Matriks Laplace
Q, b (h=1) (1=3) (u—-4)
0, b (b= 17 (= 3)2 (1—6)
0 H (=17 (- 3) (- 8)
e, = 1) (1= 3)* (- 10)
2, b= 1 (= 3) (= (2K + 2)

3.2 Bentuk Umum Polinomial Karakteristik Matriks Laplace pada Graf Kincir

Angin Berarah (QZ)

Lema 3.1 Polinomial karakteristik matriks Laplace dari graf kincir angin berarah (Qi)
dengan k > 1 adalah

p(Q,, M) = 1 (1 — 1) (u—3)¢ (1 — (2k + 2)).

Bukti. Graf kincir angin berarah (Qi) dengan k > 1 adalah graf berarah hasil modifikasi
dari graf Dutch Windmill, untuk n = 3 menyatakan banyaknya simpul dari graf sikel C3
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dan k menyatakan banyaknya graf sikel Cs yang berimpit pada titik pusat kincir angin.

Graf kincir angin berarah (Qi) dengan k > 1 dapat dilihat pada Gambar 7.

Gambar 7. Graf kincir angin berarah (Qi)

Berdasarkan pada Gambar 7, diperoleh matriks bersisian dari graf kincir angin berarah

(Qi) dengan k > 1 berukuran (2k + 2) x (3k + 1), dengan 2k + 2 menyatakan banyaknya

simpul dan 3k + 1 menyatakan banyaknya sisi pada graf. Matriks bersisiannya dimisalkan

N(Q)) = [nl.j], didefinisikan sebagai berikut:

(1, i=2j=1,
i=2t+1;,j=3t-1t=12,..,k
i=2t+2;,j=3tt=1.2,..,k
i=2t+2j=3t+1t=12,..k

=4-1, i=j=1,
i=1,j=3t-1t=12 ..,k
i=1j=3tt=12,..,k
i=2t+1;j=3t+1;t=12,..,k

\ 0, lainnya,

-1 -1 -1 0 -1 -1 0 -1 -1 O -1 -1 07
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 -1 O 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
3 0 0 0 0 1 0 -1 0 0 0 0 0 0
N@,) =10 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 -1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 -1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1
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Matriks tranpose dari N(Qi) dimisalkan N(Qi)T = [mij], didefinisikan sebagai berikut:

(1, i=1;j=2,
i=3t—1;j=2t+1;t=12 ..k
=3t j=2t+2;t=1,2, ...,k
i=3t+1;j=2t+2t=12 ..k

={-1, i=j=1,
i=3t—1;j=1t=12 ..,k
=3t j=1t=1.2,..,k
i=3t+1;,j=2t+1;,t=12, ..,k

\ 0, yang lainnya,

-11 0 0 0 0 0 O 0 0
-1 0 1 0 0 0 0 O 0 0
-1 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0-11 0 0 0 0 0 0
-1 0 0 0 1 0 0 0 0 0
-1 0 0 0 0 1 0 0 0 0

N(Qi)T: 0 0 0 0 -11 0 0 0 0
-1 0 0 0 0 0 1 0 0 0
-1 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 -1 1 0 0
-1 0 0 0 0 0 0 O 0
-1 0 0 0 0 0 0 0 - 0
[0 0 0 0 0 0 0 0 - -1

sehingga diperoleh matriks Laplace yang berukuran (2k +2) x (2k + 2) dari perkalian
N(Q,) dengan N(Q,)" yang dimisalkan L(Q,) = [{, ], didefinisikan sebagai berikut:
(2k+1, i=j=1,

1, i=j=2

2, i=j;i=3,

l -1, i=12<j<2k+2,

y 2<i<2k+2;j=1,
i=2t+1;j=2t+2t=12..k
i=2t+2;j=2t+1;t=1.2,..k

\ 0, yang lainnya,
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2k+1 -1 -1 -1 -1 -1 —1 -1 = —1 —1]

-1 1 0 0 0 0 0 0 0 0

-1 0 2 -1 0 0 0 0 0 0

-1 0 -1 2 0 0 0 0 0 0

3 -1 0 0 0 2 -1 0 0 0 0
L@QJ=1 -1 o o o -1 2 o0 o0 0 0
1 0 0 0 0 0 2 -1 0 0

-1 0 0 0 0 0 -1 2 0 0

1 0 0 0 0 0 0 2 -1

-1 0 0 0 0 0 0 0 1 2

Selanjutnya, dicari polinomial karakteristik menggunakan eliminasi Gaussian untuk

mereduksi matriks pln — L(Qi) menjadi matriks segitiga atas.

mw— 2k +1)

p—1

N

=
o000 O | RrOR
=
N
N

wn- L (Qi) =

=
OO0 | RO OOR
N

=
B = e Y R e N e e

e e e T e ==
O OO OO OO
O OO OO OO M

=
| PO OoC O OO R

OO0 O0ORr | OF
N
OO RrR | oo o R

1
0
0
0
0
0
0

p—2 1
1 p— 2.

0
1 0 0 0 0

o
o
o
o
o
o

o
o
o

Operasi baris elementer dilakukan untuk mereduksi matriks pln — L(Qi) sehingga
diperoleh matriks segitiga atas sebagai berikut:

1 p—1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1—p pu-—2 1 0 0 0 0 0 0
0 0 3—p pu—3 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1—-p p—2 1 0 0 0 0
s 0 0 0 0 3—p pu—3 0 0 0 0
uIn—L(Qk)z 0 0 0 0 0 1—-p p—2 1 0 0
0 0 0 0 0 0 3—p p—3 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1—n 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 3—u p—3
0 0 0 0 0 0 0 0 0 —(n— Rk +2)pd

Setelah matriks segitiga atas diperoleh, polinomial karakteristik matriks Laplace dapat
ditentukan sebagai berikut:

& det (ulh— L(Q,)) = 0

S0 EL-WE-WEM-@k+2)w=0
SUME-D (u-3)(u-(2k+2)=0.
Jadi, terbukti bahwa polinomial karakteristik matriks Laplace dari graf Kkincir angin

berarah (Qi) dengan k > 1 adalah

141



Spektrum Laplace Pada Graf Kincir Angin Berarah (Q3) ....................... M. Amaliyanah, S.R. Nurshiami, Triyani

p(Q., 1) = 1 (U= 1) (- 3)< (1 — (2K +2)). o

Akibat 3.2 Spektrum Laplace dari graf kincir angin berarah (Qi) dengan k > 1 adalah

0 1 3 2k+2

3
SpecLQk—[1 Kk Kk 1
Bukti. Berdasarkan pada Lema 3.1, telah diketahui bentuk umum polinomial

karakteristik matriks Laplace dari graf kincir angin berarah (Qi) dengan k > 1 yaitu

3
P(Q 1) = 1 (= 1)K (= 3) (1~ (2k + 2))
yang dihasilkan dari det (uln — L(Qi)) =0, maka diperoleh nilai eigennya o =0, g1 =1,
U2 = 3, dan ps = 2k + 2 dengan multiplisitasnya m(uo) = 1, m(pa) = k, m(p2) = k, dan

m(ps) = 1. Jadi, terbukti bahwa nilai spektrum Laplace dari graf kincir angin berarah (Qi)
dengan k > 1 adalah

300 1 3 2k+2
Specc Q=) x T ) -

4. Kesimpulan

Berdasarkan hasil dan pembahasan yang telah diuraikan pada bagian sebelumnya,
diperoleh kesimpulan bahwa bentuk umum polinomial karakteristik matriks Laplace dari

graf kincir angin berarah (Qi) dengan k> 1 adalah

p(Q), M) = 1 (1 — 1) (- 3)* (1 — (2k + 2).

Nilai eigen dari graf kincir angin berarah (Qi) dengan k> 1 adalah po =0, p1 =1, g2 =3,
dan ps = 2k + 2 dengan multiplisitasnya m(po) = 1, m(u1) = k, m(u2) = k, dan m(us) = 1.
Jadi, diperoleh bentuk umum spektrum Laplace dari graf Kincir angin berarah (Qi)
dengan k > 1 adalah

0 1 3 2k+2

3
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