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Abstract. The metric dimension is a concept that has many applications, such as 

robotic navigation. This concept will distinguish each vertex of a graph based on 

some vertices. The distinguishing vertices are called the basis of the graph. Let 𝐺 be 

a connected graph, the metric dimension, 𝑑𝑖𝑚(𝐺), is the smallest cardinality of the 

basis of graph 𝐺. On this paper, we present the metric dimensions of the bridge graph 

of a homogeneous caterpillar graph 𝐶𝑚,𝑛 and a generalized flower pot graph 𝐶𝑝 −

𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝. This research was conducted by the approach of structure analysis by 

location of the bridge vertices, the edge of the bridge, and the order of the graph. The 

results show that the metric dimensions of the bridge graph are at least can be 

reduced at most 2, and the maximum values are the same as the value of 𝑚(𝑛 − 1) +
 ∑ 𝑞𝑖
𝑝
𝑖=1 − 2𝑝. 
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1. Pendahuluan  

Penelitian dimensi graf telah banyak dilakukan dalam beberapa varians seperti dimensi 

partisi maupun dimensi metrik. Konsep dimensi tersebut telah digunakan dalam beberapa 

aplikasi. Salah satu contoh aplikasi yang menggunakan dimensi metrik yaitu navigasi 

robot [1]. Dalam hal navigasi robot, pergerakan robot dapat menggunakan ruang graf. 

Dalam ruang graf, beberapa simpul diberikan penanda sehingga simpul dalam graf 

terbedakan satu sama lain. Dengan kata lain, setiap simpul harus memiliki koordinat yang 

berbeda dan unik [2]. 

Kajian tentang dimensi metrik merupakan kajian yang menarik, dan pemanfaatan konsep 

banyak digunakan dalam kehidupan modern saat ini. Dimensi metrik pada teori graf 

muncul pertama kali pada tahun 1976, yaitu pada jurnal ditulis oleh F. Harary dan R.A 

Milter yang berjudul “On the metrik dimension of a graph” [3]. Dimensi metrik 

merupakan suatu konsep yang menggunakan himpunan pembeda.  Himpunan pembeda 

digunakan dalam penandaan untuk membedakan semua simpul pada graf.  Misalkan  

𝐺(𝑉, 𝐸) adalah graf terhubung, 𝑊 ⊂  𝑉(𝐺), dimensi metrik adalah kardinalitas minimum 
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dari himpunan pembeda 𝑊 yang dinotasikan dengan 𝑑𝑖𝑚(𝐺) [4–7]. 

Dimensi metrik graf caterpillar telah dipublikasikan oleh beberapa peneliti diantaranya 

Permana [8] dan Wantika [9]. Demikian juga dimensi metrik graf unicyclic telah 

dipubliksikan oleh banyak peneliti diantaranya Poisson dan Zhang [10] dan Adawiyah 

[11]. Poisson dam Zhang (2002) [10] menunjukkan bahwa jika 𝐺 = 𝑇 + 𝑒 adalah graf 

unicyclic, dengan graf pohon 𝑇,  maka 𝑑𝑖𝑚(𝑇) − 2 ≤ 𝑑𝑖𝑚(𝑇 + 𝑒) ≤ 𝑑𝑖𝑚(𝑇) + 1. 

Adapun graf 𝑇 yang akan digunakan dalam penelitian ini adalah graf pot bunga. Kajian 

dimensi metrik pada kelas graf tertentu telah dikaji oleh beberapa peneliti diantaranya 

graf petersen[12], graf bipartit [13], dan graf tangga [14]. Bahkan beberapa penelitian 

menggunakan operasi graf seperti amalgamasi [15].    

Salah satu operasi yang banyak dikaji dalam teori graf adalah operasi jembatan yaitu 

operasi yang meghubungkan dua graf 𝐺1 dan 𝐺2 dengan menambahkan satu sisi baru, 

sebut 𝑒,  sebagai penghubung dua graf 𝐺1  dan 𝐺2  sehingga diperoleh graf jembatan 

𝐵(𝐺1, 𝐺2, 𝑒) [16]. Dimensi graf caterpilar maupun graf unicyclic telah dipublikasi oleh 

beberapa peneliti. Kajian pada operasi jembatan pada graf caterpillar dan unicyclic pot 

bunga belum ada yang mempublikasikan. Kajian ini akan menyajikan hubungan antara 

dimensi metrik graf jembatan  dim(𝐵(𝐺1, 𝐺2, 𝑒)) dengan dimensi metrik graf sebelum 

melalukan operasi jembatan 𝑑𝑖𝑚(𝐺1) atau 𝑑𝑖𝑚(𝐺2). 

 

2. Metodologi 

Untuk mendapatkan hubungan dimensi metrik graf hasil operasi jembatan  

𝑑𝑖𝑚(𝐵(𝐺1, 𝐺2, 𝑒))  dengan dimensi metrik graf sebelum melalukan operasi jembatan 

𝑑𝑖𝑚(𝐺1)  atau 𝑑𝑖𝑚(𝐺2),  dilakukan pendekatan menggunakan analisis struktur graf 

dengan memperhatikan letak simpul dari sisi jembatan. Berikut definsi graf caterpillar 

yang digunakan. 

Untuk setiap bilangan bulat 𝑚 ≥ 2, graf caterpillar adalah graf pohon yang jika setiap 

simpul berderajat satu dihapus menghasilkan graf lintasan. Jika banyak simpul di graf 

lintasan adalah 𝑚  dan selalu ada 𝑛  simpul yang bertetangga dengan setiap simpul di 

lintasan, diperoleh graf caterpillar homogen, yang dinotasikan dengan 𝐶𝑚,𝑛.  Lintasan 𝑃𝑚 

di 𝐶𝑚,𝑛 disebut backbone dan setiap simpul yang berderajad satu disebut daun. Semua 

daun di 𝐶𝑚,𝑛  diberi label 𝑤𝑖1, 𝑤𝑖2, 𝑤𝑖3, . . . 𝑤𝑖𝑛  untuk 𝑖 ∈ [1,𝑚].  Sisi 𝑣𝑖𝑤𝑖,𝑗 dengan 𝑗 ∈

[1, 𝑛] dan 𝑣𝑖𝑣𝑖+1 berturut-turut disebut pandant dan sisi backbone [17]. Graf pot bunga, 

dinotasikan 𝐶𝑘 − 𝑆𝑛,  adalah gabungan graf lingkaran 𝐶𝑘  dan graf bintang 𝑆𝑛  yang 

dihubungkan dengan sebuah sisi yang mengkaitkan titik pusat graf bintang  dengan salah 

satu titik pada graf lingkaran [18]. Graf pot bunga diperumum, dinotasikan 𝐶𝑝 −

𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝, adalah graf  yang diperoleh dari graf lingkaran 𝐶𝑝  dengan menambahkan 𝑝 
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sisi yang menghubungkan  simpul pusat graf bintang  𝐾𝑞𝑖 dengan 1 ≤  𝑖 ≤ 𝑝 dan 𝑝 ≥  3. 

Kajian struktur dilakukan dengan memperhatikan setiap kemungkinan sisi jembatan 𝑢𝑣 

dengan 𝑢 di graf caterpillar dan 𝑣 di graf pot bunga diperumum. Selanjutnya analisis 

jarak dan representasi simpul dilakuka dengan menggunakan sifat-sifat yang telah 

diperoleh pada kajian kajian sebelumnnya. Beberapa sifat  yang digunakan dalam kajian 

ini, diantaranya sebagai berikut: 

Teorema 1. [8] Jika 𝐶𝑚,𝑛  dengan 𝑚 ≥ 1 𝑑𝑎𝑛 𝑛 ≥ 2  merupakan graf Caterpillar 

homogen maka 𝑑𝑖𝑚(𝐶𝑚,𝑛) = 𝑚(𝑛 − 1). 

 

Teorema 2. [11] Misalkan 𝐺 = 𝐶𝑘 − 𝑆𝑛  adalah graf pot bunga dengan 𝑘 ≥ 3, 𝑛 ≥ 2, 

maka 𝑑𝑖𝑚 (𝐺) = 𝑛. 

Teorema 3. [4] Graf terhubug 𝐺 dengan 𝑛 simpul mempunyai dimensi metrik 1 jika dan 

hanya jika 𝐺 =𝑃𝑛.  

 

3. Hasil dan Pembahasan  

Misalkan himpunan titik dari graf 𝐵 ( 𝐶𝑚,𝑛, 𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝  , 𝑥𝑦)  dengan 𝑥 ∈ 𝑉(𝐶𝑚,𝑛) 

dan 𝑦 ∈ 𝑉 (𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝) adalah 𝑉 (𝐵 ( 𝐶𝑚,𝑛, 𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝 , 𝑥𝑦)) = 𝑉(𝐶𝑚,𝑛) ∪

𝑉 (𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝)  dengan 𝑉(𝐶𝑚,𝑛) = {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑚} ∪ {𝑤𝑗,𝑘| 𝑗 ∈ [1,𝑚], 𝑘 ∈ [1, 𝑛]} 

dan 𝑉 (𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝) = {𝑎1, … , 𝑎𝑝} ∪ {𝑏1,1, … , 𝑏1,𝑞1 , 𝑏2,1, … , 𝑏2,𝑞2 , … , 𝑏𝑝,1, … , 𝑏𝑝,𝑞𝑝}. 

Setelah dilakukan analisis dan kajian struktur dari kedua graf diperoleh lema-lema berikut. 

Lema berikut memberikan dimensi graf jembatan 𝐵 ( 𝐶𝑚,𝑛, 𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝 , 𝑢𝑧) dengan 

sisi jembatan 𝑣𝑚𝑎𝑖 atau 𝑣𝑛𝑏1,𝑗  dengan 𝑣𝑚 adalah simpul dari backbone di 𝐶𝑚,𝑛  dan 𝑎𝑖 

atau 𝑏1,𝑗 adalah bukan simpul daun di graf pot bunga.  

Lemma 3.1  Misalkan 𝐵 ( 𝐶𝑚,𝑛, 𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝 , 𝑢𝑧) adalah graf hasil operasi jembatan 

graf caterpillar homogen   𝐶𝑚,𝑛 dengan 𝑚, 𝑛 ≥ 2 dan graf pot bunga diperumum 𝐶𝑝 −

𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝  dengan 𝑝 ≥ 3, 𝑞𝑖 ≥ 2.  Jika 𝑢𝑧 = 𝑣𝑗𝑎𝑖  atau  𝑢𝑧 = 𝑣𝑗𝑏𝑖,1 , ∀ 𝑖 ∈ {1,… , 𝑝}, 𝑗 ∈

{1,2, … ,𝑚} maka 

𝑑𝑖𝑚 (𝐵 ( 𝐶𝑚,𝑛, 𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝 , 𝑢𝑧)) = 𝑚(𝑛 − 1) + ∑(𝑞𝑖 − 2).

𝑝

𝑖=1
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Bukti. Misalkan 𝑥 = 𝑣𝑗 ∈ 𝑉(𝐶𝑚,𝑛)  dan 𝑦 = 𝑎𝑖 ∈ 𝑉 (𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝)  atau 𝑦 = 𝑏𝑖,1 ∈

𝑉 (𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝)  untuk suatu 𝑖 ∈ {1,… , 𝑝} . Lema ini akan dibuktikan dalam dua 

tahapan. 

Pertama akan dibuktikan,  𝑑𝑖𝑚 (𝐵 ( 𝐶𝑚,𝑛, 𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝  , 𝑢𝑧)) ≤ 𝑚(𝑛 − 1) +

 ∑ (𝑞𝑖 − 2).
𝑝
𝑖=1  Sebagai ilustrasi graf 𝐵 ( 𝐶𝑚,𝑛, 𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝  , 𝑢𝑧), perhatikan Gambar 

3.1.  

Gambar 1.  Graf  𝐵 ( 𝐶𝑚,𝑛, 𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝  , 𝑣𝑚𝑎1) 

Dipilih  himpunan  𝑊 = {𝑤11, … , 𝑤1(𝑛−1),   𝑤21, … , 𝑤2(𝑛−1), … ,   𝑤(𝑚−1)1, … , 𝑤𝑚(𝑛−1)}           

∪ {𝑏12, 𝑏13, … , 𝑏1,𝑞1−1} ∪ {𝑏23, … , 𝑏2(𝑞2−1),…,𝑏𝑝2, 𝑏𝑝3, … , 𝑏𝑝,(𝑞𝑟−1)}. Untuk setiap simpul 

daun di  𝐶𝑚,𝑛  dipilih menjadi simpul pembeda keculai simpul daun 𝑤𝑗,𝑛  dengan 𝑗 ∈

[1,𝑚]. Oleh karena itu banyak simpul 𝑤𝑗,𝑘 yang dipilih adalah 𝑚(𝑛 − 1) simpul.  Pada 

graf pot bunga, untuk setiap 𝑏𝑖,𝑡  setiap simpul daun dari 𝑏𝑖,𝑡  dipilih menjadi simpul 

pembeda (𝑏𝑖,2, 𝑏𝑖,3, … , 𝑏𝑖,𝑞𝑖−1) kecuali simpul daun 𝑏𝑖,𝑞𝑖. Oleh karena itu banyak simpul 

𝑏𝑖,𝑡 yang dipilih adalah ∑ (𝑞𝑖 − 2)
𝑝
𝑖=1  simpul. 

Akan dibuktikan bahwa 𝑑𝑖𝑚 (𝐵 ( 𝐶𝑚,𝑛, 𝐶𝑝 −𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝  , 𝑢𝑧)) ≤ 𝑚(𝑛 − 1) +

 ∑ (𝑞𝑖 − 1)
𝑝
𝑖=1 .  Ambil sembarang 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 (𝐵 ( 𝐶𝑚,𝑛, 𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝  , 𝑢𝑧)).  

Untuk 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶𝑚,𝑛 , jika 𝑥 = 𝑣𝑖  dan 𝑦 = 𝑣𝑗  dengan 𝑖 ≠ 𝑗 ∈  {1,2, … ,𝑚}, maka 𝑥 dan 𝑦 

dibedakan oleh 𝑤𝑖𝑗 . Jika 𝑥 = 𝑣𝑖  dan 𝑦 = 𝑤𝑗,𝑛, maka 𝑥 dan 𝑦 dibedakan oleh 𝑤𝑖,𝑗 . Jika 

𝑥 = 𝑤𝑖𝑛 dan 𝑦 = 𝑤𝑗𝑛 dengan 𝑖 ≠ 𝑗, maka 𝑥 dan 𝑦 dibedakan oleh 𝑤𝑖𝑗.  
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Untuk 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝   jika 𝑥 = 𝑎𝑖  dan 𝑦 = 𝑎𝑗  dengan 𝑖 ≠ 𝑗 ∈  {1,2, … , 𝑝} maka 

maka 𝑥 dan 𝑦 dibedakan oleh 𝑏𝑖𝑗. 

Untuk 𝑥 ∈ 𝐶𝑚,𝑛 dan 𝑦 ∈ 𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝  Jika 𝑣𝑗  dan 𝑎𝑖 berjarak sama dengan 𝑏𝑖,𝑡 maka 

dibedakan oleh 𝑤𝑗.1. Jika 𝑎𝑖 dan 𝑤𝑗,𝑛 berjarak sama dengan di 𝑤𝑗,1 maka dibedakan oleh 

𝑏𝑖,𝑡. 

Selanjutnya menentukan kardinalitas dari 𝑊. Karena untuk setiap 𝑣𝑗  setiap simpul daun 

dari 𝑣𝑗  dipilih menjadi simpul pembeda keculai simpul daun 𝑤𝑗,𝑛. Oleh karena itu banyak 

simpul 𝑤𝑗,𝑘 yang dipilih adalah 𝑚(𝑛 − 1) simpul.  Pada graf pot bunga, Untuk setiap 𝑏𝑖,𝑡 

setiap simpul daun dari 𝑏𝑖,𝑡 dipilih menjadi simpul pembeda (𝑏𝑖,2, 𝑏𝑖,3, … , 𝑏𝑖,𝑞𝑖−1) kecuali 

simpul daun 𝑏𝑖,𝑞𝑖. Oleh karena itu banyak simpul 𝑏𝑖,𝑡 yang dipilih adalah ∑ (𝑞𝑖 − 2)
𝑝
𝑖=1  

simpul. Akibatnya, diperoleh |𝑊| = 𝑚(𝑛 − 1) + ∑ (𝑞𝑖 − 2)
𝑝
𝑖=1 . Oleh karena itu, 

diperoleh  

𝑑𝑖𝑚 (𝐵 (𝐶𝑚,𝑛, 𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝  , 𝑢𝑧)) ≤ 𝑚(𝑛 − 1) + ∑ (𝑞𝑖 − 2)
𝑝
𝑖=1                (1) 

Kedua akan dibuktikan 

𝑑𝑖𝑚 (𝐵 (𝐶𝑚,𝑛, 𝐶𝑝 −𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝  , 𝑢𝑧)) ≥ 𝑚(𝑛 − 1) + ∑(𝑞𝑖 − 2)

𝑝

𝑖=1

 

Misalkan dim(𝐵 (𝐶𝑚,𝑛, 𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝  , 𝑢𝑧)) =  𝑚(𝑛 − 1) + ∑ (𝑞𝑖 − 2)
𝑝
𝑖=1 − 1. Pada 

pemilihan simpul-simpul daun dalam himpunan W, terdapat satu simpul daun (𝑤𝑖,𝑛 atau 

𝑏𝑖,𝑞𝑖 )  yang tidak dipilih. Karena pengandaian tersebut, terdapat dua simpul daun dari 

suatu 𝑣𝑗  atau 𝑏𝑖,𝑡  yang tidak dipilih sebagai simpul pembeda. Tanpa mengurangi 

keumumannya misalkan 𝑏𝑖,2  dan 𝑏𝑖,𝑞𝑖  tidak dipilih sebagai simpul pembeda. Karena  

𝑏𝑖,2 dan 𝑏𝑖,𝑞𝑖 berjarak sama ke setiap simpul 𝑧 ∈ 𝑉(𝐵) maka hal tersebut mengakibatkan 

𝑟(𝑏𝑖,2|𝑊) = 𝑟(𝑏𝑖,𝑞𝑖|𝑊), kontradiksi. Hal serupa juga berlaku jika ada dua simpul daun 

𝑤𝑖,𝑗 yang tidak dipilih pada setiap 𝑣𝑖. Oleh karena itu, diperoleh 

𝑑𝑖𝑚 (𝐵 (𝐶𝑚,𝑛, 𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝  , 𝑢𝑧)) ≥ 𝑚(𝑛 − 1) + ∑ (𝑞𝑖 − 2)
𝑝
𝑖=1 .                  (2) 

Berdasarkan persamaan (1) dan (2), maka memperlihatkan 

𝑑𝑖𝑚 (𝐵 (𝐶𝑚,𝑛, 𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝  , 𝑢𝑧)) = 𝑚(𝑛 − 1) + ∑ (𝑞𝑖 − 2)
𝑝
𝑖=1 .         ▀ 

Pada Lemma 3.2 berikut ini memperlihatkan dimensi metrik dari graf jembatan  
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𝐵 ( 𝐶𝑚,𝑛, 𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝  , 𝑢𝑧)  dengan sisi jembatan 𝑣𝑗𝑏𝑖,𝑡  dimana 𝑣𝑗  adalah simpul 

backbone dan 𝑏𝑖,𝑡   dengan 𝑡 ≥  2  simpul dari 𝐾𝑖
∗ . Simpul 𝑏𝑖,𝑡   dengan 𝑡 ≥  2  adalah 

simpul daun dari graf pot bunga, dimana 𝐾𝑖
∗  adalah subgraf dari graf pot bunga 𝐶𝑝 −

𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝   yang memuat pada simpul ke 𝑎𝑖  dengan vertex {𝑎𝑖 , 𝑏𝑖1, 𝑏𝑖2, 𝑏𝑖3, … , 𝑏𝑖𝑞𝑗}. 

 

Lemma 3.2 Misalkan 𝐵 ( 𝐶𝑚,𝑛, 𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝 , 𝑢𝑧) adalah graf hasil operasi jembatan 

graf caterpillar homogen   𝐶𝑚,𝑛 dengan 𝑚, 𝑛 ≥ 2 dan graf pot bunga diperumum 𝐶𝑝 −

𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝  dengan 𝑝 ≥ 3, 𝑞𝑖 ≥ 2. Jika 𝑢𝑧 = 𝑣𝑗𝑏𝑖,𝑡    ∀ 𝑖 ∈ {1,… , 𝑝}, 𝑗 ∈ {1,2, …𝑚},  𝑡 ∈

{2,3, . . , 𝑞𝑖} maka 

𝑑𝑖𝑚 (𝐵 ( 𝐶𝑚,𝑛, 𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝  , 𝑢𝑧)) = 𝑚(𝑛 − 1) + ∑(𝑞𝑖 − 2)

𝑝

𝑖=1

− 1. 

Bukti. Misalkan 𝐺1  =  𝐶𝑚,𝑛,  𝐺2  = 𝐶𝑝 −𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝 ,  𝐵 (𝐺1, 𝐺2, 𝑢𝑧 )  dengan 𝑢 ∈

𝑉(𝐺1), 𝑧 ∈ 𝑉(𝐺2), jika 𝑢 = 𝑣𝑗  ∈  𝐺1 , 𝑧 = 𝑏𝑖,𝑡  ∈ V ( 𝐾∗𝑖 ) dengan i ∈ {1, … , 𝑝}, 𝑡 ∈

 {2,3, … , 𝑞
𝑗
}. Tanpa menggurangi keumumannya, 𝑏𝑖,𝑡 = 𝑏1,2.  Lemma ini akan dibuktikan 

dalam 2 tahapan. 

Pertama akan dibuktikan,  𝑑𝑖𝑚 (𝐵 ( 𝐶𝑚,𝑛, 𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝  , 𝑢𝑧)) ≤ 𝑚(𝑛 − 1) +

 ∑ (𝑞𝑖 − 2)
𝑝
𝑖=1 − 1. Misalkan sisi jembatannya adalah 𝑣𝑗𝑏1,2 dengan 𝑏1,2 adalah simpul 

daun dari simpul 𝑏1,1 dan 𝑗 ∈  {1,2, … ,𝑚}. Dipilih himpunan  

𝑊 = {𝑤1,1, … , 𝑤1,(𝑛−1), 𝑤2,1, … , 𝑤2,(𝑛−1), … , 𝑤(𝑚−1),1, … , 𝑤𝑚,(𝑛−1)} ∪

{𝑏2,2, 𝑏2,3, … , 𝑏2,(𝑞−1),…,𝑏𝑝,2, 𝑏𝑝,3, … , 𝑏𝑝,(𝑞−1)} ∪  {𝑏1,3, … , 𝑏1,(𝑞−1)}. 

Pada himpunan W, simpul daun yag dipilih dari simpul 𝑏1,1  adalah 𝑏1,3, … , 𝑏1,(𝑞−1) 

dengan simpul 𝑏1,2  tidak masuk dalam W, sehingga kardinalitas W berkurang 1 dari 

himpunan pembeda di Lemma 3.1 sebelumnya. 

Akan dibuktikan bahwa 𝑑𝑖𝑚 (𝐵 ( 𝐶𝑚,𝑛, 𝐶𝑝 −𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝  , 𝑢𝑧)) ≤ 𝑚(𝑛 − 1) +

 ∑ (𝑞𝑖 − 2)
𝑝
𝑖=1 − 1 . Ambil sembarang 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 (𝐵 ( 𝐶𝑚,𝑛, 𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝  , 𝑢𝑧)).  Untuk 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶𝑚,𝑛 atau 𝑦 ∈ 𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝 , pembuktian serupa dengan Lemma 3.1. 

Untuk 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝 . 

Jika 𝑥 = 𝑎𝑖 dan 𝑦 = 𝑎𝑗 dengan 𝑖 ≠ 𝑗 ∈  {1,2, … , 𝑝}, maka maka 𝑥 dan 𝑦 dibedakan oleh 

simpul daun yang bertetangga dengan 𝑏𝑖,1. Jika 𝑥 = 𝑎𝑖 dan 𝑦 = 𝑏𝑗,𝑞𝑖 dengan 𝑖 ≠ 𝑗, maka 

maka 𝑥 dan 𝑦  dibedakan oleh 𝑏𝑖,𝑞1−1 . Jika 𝑥 = 𝑏𝑖,𝑞𝑖  dan 𝑦 = 𝑏𝑗,𝑞𝑗  dengan 𝑖 ≠ 𝑗 , maka 

maka 𝑥 dan 𝑦 dibedakan oleh 𝑏𝑖,𝑞𝑖−1. 
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Oleh karena itu, hal tersebut menunjukkan bahwa W adalah himpunan pembeda dengan 

|𝑊| = 𝑚(𝑛 − 1) + ∑ (𝑞𝑖 − 2)
𝑝
𝑖=1 − 1. Akibatnya, diperoleh  

          𝑑𝑖𝑚 (𝐵 (𝐶𝑚,𝑛, 𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝  , 𝑢𝑧)) ≤ 𝑚(𝑛 − 1) + ∑ (𝑞𝑖 − 2)
𝑝
𝑖=1 − 1.      (3) 

 Kedua akan dibuktikan 

𝑑𝑖𝑚 (𝐵 (𝐶𝑚,𝑛, 𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝  , 𝑢𝑧)) ≥ 𝑚(𝑛 − 1) + ∑(𝑞𝑖 − 2)

𝑝

𝑖=1

− 1. 

Andaikan |𝑊| ≤ 𝑚(𝑛 − 1) + ∑ (𝑞𝑖 − 2) − 2
𝑝
𝑖=1 .  Misalkan dim(𝐵 (𝐶𝑚,𝑛, 𝐶𝑝 −

𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝  , 𝑢𝑧)) =  𝑚(𝑛 − 1) + ∑ (𝑞𝑖 − 2) − 2
𝑝
𝑖=1 .  Karena |W|= 𝑚(𝑛 − 1) + ∑ (𝑞𝑖 −

𝑝
𝑖=1

2) − 1  dengan himpunan W memuat setiap simpul daun 𝑤𝑗,𝑘  dari 𝑣𝑗  kecuali 𝑤𝑗,𝑛  untuk 

setiap 𝑗 ∈  {1, … ,𝑚} . Demikian juga setiap simpul daun 𝑏𝑖,𝑠  dengan 𝑗 ∈  {1,2, … , 𝑝} , 𝑠 ∈

 {1,2,… , 𝑞𝑗} kecuali 𝑏𝑖,𝑞𝑗 . Dengan pengandaian tersebut, maka ada dua simpul daun dari 

suatu 𝑣𝑗   atau 𝑏𝑖,1  yang bukan merupakan simpul pembeda. Tanpa mengurangi 

keumumannya misal 𝑏𝑖3  dan 𝑏𝑖5. Karena  𝑏𝑖3 dan 𝑏𝑖5 berjarak sama ke setiap simpul 𝑣 ∈

𝑉(𝐵)  maka hal tersebut mengakibatkan 𝑟(𝑏𝑖3|𝑊) = 𝑟(𝑏𝑖5|𝑊) . Oleh karena itu, 

diperoleh 

            𝑑𝑖𝑚 (𝐵 (𝐶𝑚,𝑛, 𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝  , 𝑢𝑧)) ≥ 𝑚(𝑛 − 1) + ∑ (𝑞𝑖 − 2) − 1
𝑝
𝑖=1 .       (4) 

 

Berdasarkan pertidaksamaan (3) dan (4), maka diperoleh 

              𝑑𝑖𝑚 (𝐵 (𝐶𝑚,𝑛, 𝐶𝑝 −𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝  , 𝑢𝑧)) = 𝑚(𝑛 − 1) + ∑ (𝑞𝑖 − 2) − 1
𝑝
𝑖=1 .       ▀ 

Pada Lemma 3.3 diperlihatkan dimensi metrik dari graf jembatan  𝐵 ( 𝐶𝑚,𝑛, 𝐶𝑝 −

𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝  , 𝑢𝑧)  dengan sisi jembatan 𝑤𝑗,𝑘𝑏𝑖,1  atau 𝑤𝑗,𝑘𝑎𝑖   dengan 𝑤𝑗,𝑘  adalah simpul 

daun di 𝐶𝑚,𝑛, dan 𝑏𝑖,1 atau 𝑎𝑖 adalah simpul bukan daun dari graf pot bunga diperumum. 

Lemma 3.3 Misalkan 𝐵 ( 𝐶𝑚,𝑛, 𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝 , 𝑢𝑧) adalah graf hasil operasi jembatan 

graf caterpillar homogen   𝐶𝑚,𝑛 dengan 𝑚, 𝑛 ≥ 2 dan graf pot bunga diperumum 𝐶𝑝 −

𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝  dengan 𝑝 ≥ 3, 𝑞𝑖 ≥ 2.  Jika 𝑢𝑧 = 𝑤𝑗,𝑘𝑎𝑖  atau  𝑢𝑧 = 𝑤𝑗,𝑘𝑏𝑖,1 , ∀ 𝑖 ∈ {1,… , 𝑝} , 

𝑗 ∈ {1,2, … ,𝑚}, 𝑘 ∈ {1,2, … , 𝑛} maka 

𝑑𝑖𝑚 (𝐵 ( 𝐶𝑚,𝑛, 𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝  , 𝑢𝑧)) = 𝑚(𝑛 − 1) + ∑(𝑞𝑖 − 2) − 1

𝑝

𝑖=1

. 

Bukti.  Misalkan 𝐺1  =  𝐶𝑚,𝑛 , 𝐺2  = 𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝  , 𝐺 = B(𝐺1, 𝐺2 , 𝑢𝑧 ) dengan 𝑢 ∈

𝑉(𝐺1), 𝑧 ∈ 𝑉(𝐺2), jika 𝑢 = 𝑣𝑗  ∈  𝐺1 , 𝑧 ∈ V (𝐾
∗
𝑖 ) untuk suatu i ∈ {1, … , 𝑝}.  Lemma 
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ini akan dibuktikan dalam 2 tahapan. 

Pertama  akan dibuktikan,  𝑑𝑖𝑚(𝐺) ≤ 𝑚(𝑛 − 1) + ∑ (𝑞𝑖 − 2) − 1
𝑝
𝑖=1 .  

Dipilih himpunan 

𝑊 = {𝑤11, … , 𝑤1(𝑛−1), 𝑤21, … , 𝑤2(𝑛−1), … , 𝑤(𝑚−1)1, … , 𝑤𝑚(𝑛−1), 𝑏12, … , 𝑏1(𝑞−1)} ∪

{𝑏22, 𝑏23, … , 𝑏2(𝑞−1),…,𝑏𝑝2, 𝑏𝑝3, … , 𝑏𝑝(𝑞−1)}. 

Akan dibuktikan bahwa W adalah himpunan pembeda dari 𝐺. Ambil sembarang 𝑥, 𝑦 ∈

𝑉(𝐺).  Pembuktian ini, akan ditunjukkan pada 3 kasus berikut. 

Kasus 1. Untuk 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶𝑚,𝑛 ⊂  𝐺. 

Jika 𝑑(𝑥, 𝑣) ≠  𝑑(𝑦, 𝑣), maka simpul x dan y dibedakan oleh 𝑏12 . Jika kedua simpul itu 

berjarak sama dengan simpul 𝑧 maka perhatikan pemilihan simpul 𝑥 dan 𝑦. Jika 𝑥 = 𝑣𝑗 

dan 𝑦 = 𝑣𝑡  dengan 𝑗 ≠t∈  {1,2, … ,𝑚}, maka 𝑥 dan 𝑦 dibedakan oleh 𝑤𝑗,𝑖 . Jika 𝑥 = 𝑣𝑗  

dan 𝑦 = 𝑤𝑡,𝑛, maka 𝑥 dan 𝑦 dibedakan oleh 𝑤𝑗,𝑖. Jika 𝑥 = 𝑤𝑗,𝑛 dan 𝑦 = 𝑤𝑡.𝑛 dengan 𝑗 ≠

𝑡, maka 𝑥 dan 𝑦 dibedakan oleh 𝑤𝑗.𝑖.  

Kasus 2. Untuk 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑟  ⊂  𝐺. 

Jika 𝑥 = 𝑎𝑖  dan 𝑦 = 𝑎𝑗  atau 𝑦 = 𝑏𝑗,𝑖  dengan 𝑖 ≠ 𝑗 ∈  {1,2, … , 𝑝} , maka maka 𝑥 dan 𝑦 

dibedakan oleh 𝑏𝑖,2 . Jika 𝑥 = 𝑎𝑖  dan 𝑦 = 𝑏𝑗,𝑖  dengan 𝑖 ≠ 𝑗 , maka simpul 𝑥 dan 𝑦 

dibedakan oleh 𝑏𝑗,2 . Jika 𝑥 = 𝑏𝑖𝑗  dan 𝑦 = 𝑏𝑗𝑖  dengan 𝑖 ≠ 𝑗 , maka simpul 𝑥 dan 𝑦 

dibedakan oleh 𝑏𝑖,2. 

Kasus 3. Untuk 𝑥 ∈ 𝐶𝑚,𝑛 dan 𝑦 ∈ 𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝 . 

Karena 𝑑(𝑦, 𝑏𝑖,2) ≤ 2  dan 𝑑(𝑥, 𝑏𝑖,2) ≥ 3,  𝑖 ∈  {1,2, … , 𝑝}maka kedua simpul 𝑥  dan 

𝑦 dibedakan oleh 𝑏𝑖,2.  

Berdasarkan kasus 1, 2, dan 3 dapat disimpulkan bahwa W adalah himpunan pembeda 

dengan |𝑊| = 𝑚(𝑛 − 1) + ∑ (𝑞𝑖 − 2) − 1
𝑝
𝑖=1 . Oleh karena itu, diperoleh  

            𝑑𝑖𝑚 (𝐵( 𝐶𝑚,𝑛, 𝐶𝑝 − 𝑟𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑟  , 𝑢𝑧)) ≤ 𝑚(𝑛 − 1) + ∑ (𝑞𝑖 − 2) − 1.
𝑝
𝑖=1         (5) 

 Kedua akan dibuktikan 

𝑑𝑖𝑚 (𝐵( 𝐶𝑚,𝑛, 𝐶𝑝 − 𝑟𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑟  , 𝑢𝑧)) ≥ 𝑚(𝑛 − 1) + ∑(𝑞𝑖 − 2) − 1

𝑝

𝑖=1

. 

Andaikan |𝑊| = 𝑚(𝑛 − 1) + ∑ (𝑞𝑖 − 2)
𝑝
𝑖=1 , misalkan dim (𝐵 ( 𝐶𝑚,𝑛, 𝐶𝑝 −

𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝  , 𝑢𝑧)) = |𝑊| ≤ 𝑚(𝑛 − 1) + ∑ (𝑞𝑖 − 2)
𝑝
𝑖=1 . Akibatnya terdapat paling 
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sedikit dua simpul daun dari suatu 𝑣𝑗  atau 𝑎𝑖 yang tidak dipilih sebagai simpul pembeda. 

Tanpa mengurangi keumumannya misalkan ada dua simpul daun dari suatu 𝑎𝑖 yang tidak 

masuk sebagai simpul pembeda yaitu 𝑏𝑖2  dan 𝑏𝑖3. Karena  𝑏𝑖2 dan 𝑏𝑖5 berjarak sama ke 

setiap simpul 𝑣 ∈ 𝑉(𝐵) maka hal tersebut mengakibatkan 𝑟(𝑏𝑖2|𝑊) = 𝑟(𝑏𝑖3|𝑊).  

Oleh karena itu, diperoleh 

              𝑑𝑖𝑚 (𝐵 ( 𝐶𝑚,𝑛, 𝐶𝑝 −𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝  , 𝑢𝑧)) ≥ 𝑚(𝑛 − 1) + ∑ (𝑞𝑖 − 2)
𝑝
𝑖=1 − 1.       (6) 

Berdasarkan persamaan (5) dan (6), maka diperoleh 

              𝑑𝑖𝑚 (𝐵 ( 𝐶𝑚,𝑛, 𝐶𝑝 −𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝  , 𝑢𝑧)) = 𝑚(𝑛 − 1) + ∑ (𝑞𝑖 − 2)
𝑝
𝑖=1 − 1            ▀ 

Lemma 3.4 Misalkan 𝐵 ( 𝐶𝑚,𝑛, 𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝 , 𝑢𝑧) adalah graf hasil operasi jembatan 

graf caterpillar homogen   𝐶𝑚,𝑛 dengan 𝑚, 𝑛 ≥ 2 dan graf pot bunga diperumum 𝐶𝑝 −

𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝  dengan 𝑝 ≥ 3, 𝑞𝑖 ≥ 2. Jika  𝑢𝑧 = 𝑤𝑗,𝑘𝑏𝑖,𝑡 , ∀ 𝑖 ∈ {1,… , 𝑝}, 𝑡 ∈  {2, … , 𝑞𝑖}, 𝑗 ∈

{1,2, … ,𝑚}, dan 𝑘 ∈ {1,2, … , 𝑛} maka 

𝑑𝑖𝑚 (𝐵 ( 𝐶𝑚,𝑛, 𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝  , 𝑢𝑧)) = 𝑚(𝑛 − 1) + ∑(𝑞𝑖 − 2)

𝑝

𝑖=1

− 2.  

Bukti.  Misalkan 𝐺1  =  𝐶𝑚,𝑛 , 𝐺2  = 𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝  , B (𝐺1 ,  𝐺2 ,  𝑢𝑧 ) dengan 𝑢 ∈

𝑉(𝐺1), 𝑧 ∈ 𝑉(𝐺2) ,  dimana 𝑢 = 𝑤𝑗,𝑘  ∈  𝐺1 , 𝑧 = 𝑏𝑖,𝑡 . Tanpa mengurangi keumuman 

𝑧 = 𝑏1,2.  Lemma ini akan dibuktikan dalam 2 tahapan. 

Pertama akan dibuktikan,   𝑑𝑖𝑚 (𝐵 ( 𝐶𝑚,𝑛, 𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝  , 𝑢𝑧)) ≤ 𝑚(𝑛 − 1) +

 ∑ (𝑞𝑖 − 2)
𝑝
𝑖=1 − 2.  Sebagai ilustrasi graf 𝐵 ( 𝐶𝑚,𝑛, 𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝  , 𝑢𝑧),  perhatikan 

Gambar 3.6.   

 

Dipilih himpunan 𝑊 = {𝑤11, … , 𝑤1(𝑛−1), 𝑤21, … , 𝑤2(𝑛−1), … , 𝑤𝑚1, … , 𝑤𝑚(𝑛−2)} ∪  

{𝑏13, … , 𝑏1(𝑞−1),} ∪  {𝑏22, 𝑏23, … , 𝑏2(𝑞−1),…,𝑏𝑝2, 𝑏𝑝3, … , 𝑏𝑝(𝑞𝑝−1)},  dengan |W|= 𝑚(𝑛 −

1) + ∑ (𝑞𝑖 − 2)
𝑝
𝑖=1 − 2.  Ambil sembarang 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 (𝐵 ( 𝐶𝑚,𝑛, 𝐶𝑝 −

𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝  , 𝑤𝑚,𝑛𝑏1,2)). Pembuktian ini,   akan ditunjukkan pada 3 kasus berikut. 

Kasus 1. Untuk 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶𝑚,𝑛. 

Jika 𝑥 = 𝑣𝑖  dan 𝑦 = 𝑣𝑗  dengan 𝑖 ≠ 𝑗 ∈ {1,2, … ,𝑚}, maka 𝑥 dan 𝑦 dibedakan oleh 𝑤𝑖,𝑗 . 

Jika 𝑥 = 𝑣𝑖 dan 𝑦 = 𝑤𝑗,𝑛, maka 𝑥 dan 𝑦 dibedakan oleh 𝑤𝑖,𝑗. Jika 𝑥 = 𝑤𝑖,𝑛 dan 𝑦 = 𝑤𝑗,𝑛 

dengan 𝑖 ≠ 𝑗, maka 𝑥 dan 𝑦 dibedakan oleh 𝑤𝑖,𝑗.  
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Gambar 2.  Graf 𝐵 ( 𝐶𝑚,𝑛, 𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝  , 𝑤𝑚𝑛𝑏12) 

 

Kasus 2. Untuk 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝 . 

Jika 𝑥 = 𝑎𝑖 dan 𝑦 = 𝑎𝑗 dengan 𝑖 ≠ 𝑗 ∈  {1,2, … , 𝑝}, maka maka 𝑥 dan 𝑦 dibedakan oleh 

𝑏𝑖𝑗. Jika 𝑥 = 𝑎𝑖 dan 𝑦 = 𝑏𝑗𝑖 dengan 𝑖 ≠ 𝑗, maka maka 𝑥 dan 𝑦 dibedakan oleh 𝑏𝑖𝑗. Jika 

𝑥 = 𝑏𝑖𝑗 dan 𝑦 = 𝑏𝑗𝑖 dengan 𝑖 ≠ 𝑗, maka maka 𝑥 dan 𝑦 dibedakan oleh 𝑏𝑖𝑗. 

Kasus 3. Untuk 𝑥 ∈ 𝐶𝑚,𝑛 dan 𝑦 ∈ 𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝 . 

Misalkan 𝑦 = 𝑎𝑖  atau 𝑦 = 𝑏𝑖.𝑗  dengan 𝑗 ∈  {1,2, … , 𝑝}  dan 𝑗 ∈  {1,2, … , 𝑞𝑖} , diperoleh 

𝑑(𝑦, 𝑏𝑖,𝑡) ≤ 2   dan 𝑑(𝑥, 𝑏𝑖,𝑡) ≥ 3  untuk suatu simpul 𝑏𝑖,𝑡  dengan 𝑡 ∈ {3,4, … , 𝑞𝑖} . 

Akibatnya  kedua simpul 𝑥 dan 𝑦 dibedakan oleh 𝑏𝑖,𝑡. 

Berdasarkan kasus 1, 2, dan 3 dapat disimpulkan bahwa W adalah himpunan pembeda 

dengan |𝑊| = (𝑚(𝑛 − 1) + ∑ (𝑞𝑖 − 2)
𝑝
𝑖=1 − 2). Oleh karena itu, diperoleh  

         𝑑𝑖𝑚 (𝐵( 𝐶𝑚,𝑛, 𝐶𝑝 − 𝑟𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑟  , 𝑢𝑧)) ≤ (𝑚(𝑛 − 1) + ∑ (𝑞𝑖 − 2)
𝑝
𝑖=1 − 2).           (7) 

Kedua akan dibuktikan 

𝑑𝑖𝑚 (𝐵 ( 𝐶𝑚,𝑛, 𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝  , 𝑢𝑧)) ≥ (𝑚(𝑛 − 1) + ∑(𝑞𝑖 − 2)

𝑝

𝑖=1

− 2). 

Andaikan dim (𝐵 ( 𝐶𝑚,𝑛, 𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝  , 𝑢𝑧)) = 𝑚(𝑛 − 1) + ∑ (𝑞𝑖 − 2)
𝑝
𝑖=1 − 1.  

Akibatnya terdapat dua simpul daun dari suatu 𝑣𝑖  atau 𝑎𝑖  yang tidak dipilih sebagai 

simpul pembeda, tanpa mengurangi keumumannya misal 𝑏𝑖3  dan 𝑏𝑖4. Karena  𝑏𝑖3 dan 𝑏𝑖4 

berjarak sama ke setiap simpul 𝑣 ∈ 𝑉(𝐵) maka hal tersebut mengakibatkan 𝑟(𝑏𝑖3|𝑊) =

𝑟(𝑏𝑖4|𝑊). Pembuktian ini kontradiksi, oleh karena itu diperoleh 
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            𝑑𝑖𝑚 (𝐵 ( 𝐶𝑚,𝑛, 𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝  , 𝑢𝑧)) ≥ 𝑚(𝑛 − 1) + ∑ (𝑞𝑖 − 2)
𝑝
𝑖=1 − 2.             (8) 

 

Berdasarkan persamaan (7) dan (8), maka diperoleh 

𝑑𝑖𝑚 (𝐵 ( 𝐶𝑚,𝑛, 𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝  , 𝑢𝑧)) = 𝑚(𝑛 − 1) + ∑(𝑞𝑖 − 2)

𝑝

𝑖=1

− 2. 

Berdasarkan Lemma 3.1 sampai Lemma 3.4 maka diperoleh Teorem 3.1 sebagai berikut. 

 

Teorema 3.1  Misalkan  𝐶𝑚,𝑛 adalah caterpillar homogen, 𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝  adalah graf 

pot bunga diperumum  dan 𝐺∗  = (𝐵 ( 𝐶𝑚,𝑛, 𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝  , 𝑢𝑧)). Jika dengan 𝑚, 𝑛 ≥

2 dan 𝑝 ≥ 3, 𝑞𝑖 ≥ 2, 𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑝}  maka 

𝑑𝑖𝑚(𝐺∗) =

{
 
 

 
 𝑆 jika  𝑢𝑧 = 𝑣𝑗𝑎𝑖  atau 𝑢𝑧 = 𝑣𝑗𝑏𝑖,1,

𝑆 − 1
jika 𝑢𝑧 = 𝑣𝑗𝑏𝑖,𝑡   atau

𝑢𝑧 = 𝑤𝑗,𝑘𝑎𝑖  atau  𝑢𝑧 = 𝑤𝑗,𝑘𝑏𝑖,1,

𝑆 − 2  jika  𝑢𝑧 = 𝑤𝑗,𝑘.

 

 

dengan 𝑆 =  𝑚(𝑛 − 1) + ∑ 𝑞𝑖
𝑝
𝑖=1 − 2𝑝, 𝑗 ∈ {1,2, … ,𝑚},  𝑘 ∈ {1,2, … , 𝑛}  dan 𝑡 ∈

{2,3, … , 𝑞𝑖}. 

 

4. Kesimpulan 

Berdasarkan hasil utama yang diperoleh dari penelitian ini, dapat disimpulan bahwa 

bahwa dimensi metrik graf jembatan dari graf caterpillar homogen 𝐶(𝑚, 𝑛) dan pot bunga 

diperumum 𝐶𝑝 − 𝐾𝑞1 ,𝑞2 ,… 𝑞𝑝   adalah paling kecil berkurang dua dari nilai 𝑚(𝑛 − 1) +

 ∑ 𝑞𝑖
𝑝
𝑖=1 − 2𝑝 . Dimensi metrik terbesar graf jembatan tersebut adalah sama dengan 

𝑚(𝑛 − 1) + ∑ 𝑞𝑖
𝑝
𝑖=1 − 2𝑝. 
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