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Abstract. The SEIV model uses population growth which is assumed to follow
logistical growth. The model is studied then analyzed. The analysis shows that the
non-endemic (disease-free) equilibrium point is locally asymptotically stable when
the basic reproduction number less than one, while the endemic equilibrium point is
locally asymptotically stable when the basic reproduction number greater than one.
Then a numerical simulation was carried out using Maple software to support the
results of the local stability analysis of the equilibrium point. Based on numerical
simulations, it shows that a disease will disappear from the population when the basic
reproduction number less than one and for a long time a disease will remain in the
population (still an epidemic) when the basic reproduction number greater than one.
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1. Pendahuluan

Vaksinasi saat ini merupakan tindakan yang sering digunakan untuk mengendalikan
penyebaran suatu penyakit di wilayah tertentu [1]. Moghadas dan J. Hui telah membahas
model dengan melibatkan vaksinasi [2-3]. Model yang melibatkan vaksinasi terus
dikembangkan untuk lebih memahami perilaku dinamis penyebaran penyakit menular
secara kualitatif dan kuantitatif [4—14]. Namun, populasi pada semua model yang telah
dibahas tersebut diasumsikan tumbuh secara eksponensial. Kenyataannya, Verhulst
mengemukakan bahwa populasi tidak selamanya naik secara ekponensial. Pertumbuhan
logistik perlu dilibatkan dalam model agar model tersebut lebih representatif dalam
mendeskripsikan penyebaran penyakit yang terjadi baik secara kuantitatif maupun
kualitatif. Dengan demikian, analisis model epidemi SEIV yang melibatkan pertumbuhan
populasi secara logistik perlu dipelajari. Pembahasan model epidemi SEIV yang
melibatkan pertumbuhan logistik pada populasinya hingga saat ini belum pernah dibahas.
Oleh karena itu, tujuan dari pembahasan ini adalah menganalisis kestabilan lokal model
epidemi SEIV yang melibatkan pertumbuhan logistik pada populasinya.
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2. Metodologi

Pembahasan ini dilakukan dengan menggunakan metode literature review. Parameter
yang digunakan dalam model bersumber dari beberapa jurnal ilmiah internasional.
Landasan teori yang digunakan yaitu teori kestabilan sistem dinamik dan formulasi the
basic reproduction number pada sistem dinamik [15-16]. Alur pembahasan dimulai dari
mempelajari model epidemi SEIV dalam [5], kemudian model tersebut dimodifikasi
dengan asumsi populasinya tumbuh secara logistik. Verhulst mengemukakan bahwa
populasi tidak selamanya naik secara ekponensial. Pertumbuhan logistik perlu dilibatkan
dalam model agar model tersebut lebih representatif dalam mendeskripsikan penyebaran
penyakit yang terjadi baik secara kuantitatif maupun kualitatif. Dengan demikian, analisis
model epidemi SEIV yang melibatkan pertumbuhan populasi secara logistik perlu
dipelajari. Model yang dibentuk merupakan sistem persamaan diferensial non linier.
Kemudian sistem tersebut dianalisis kestabilan titik ekuilibriumnya. Simulasi numerik
model juga diberikan dalam pembahasan ini untuk mendukung hasil analisis yang telah
diperoleh.

3. Hasil dan Pembahasan

Pada model epidemi SEIV, populasi dalam suatu lingkungan diklasifikasikan
kedalam empat subpopulasi antara lain subpopulasi rentan (Susceptible), subpopulasi
terpapar (Exposed), subpopulasi terinfeksi (Infected) dan subpopulasi vaksinasi
(Vaccination). Jumlah individu dalam populasi bergantung pada waktu. Oleh karena itu,
Jumlah individu dalam populasi merupakan suatu fungsi terhadap waktu. Waktu
dinyatakan sebagai variabel t. Jumlah subpopulasi rentan pada saat t dinotasikan dengan
S(t), jumlah subpopulasi terpapar pada saat t dinotasikan dengan E(t), jumlah
subpopulasi terinfeksi pada saat t dinotasikan dengan I(t) dan jumlah subpopulasi
vaksinasi pada saat t dinotasikan dengan V(t). Populasi dalam pembahasan ini
diasumsikan tertutup, populasi bertambah karena terjadi kelahiran, kematian alami terjadi
pada semua subpopulasi, pasien yang telah sembuh dari penyakit memperoleh kekebalan
secara permanen, adanya kontak antara individu yang terinfeksi dengan individu yang
rentan, ataupun dengan individu yang terpapar menjadi pemicu penyebaran penyakit,
kelahiran terjadi di setiap subpopulasi dan rentan terhadap penyakit. Secara skematik
proses perubahan jumlah populasi karena epidemi disajikan dalam Gambar 1. Parameter
r menyatakan koefisien laju pertumbuhan intrinsik yang masuk pada subpopulasi rentan,
K menyatakan koefisien kapasitas lingkungan, ¢ menyatakan koefisien laju kematian
alami pada masing-masing subpopulasi, 8; menyatakan koefisien laju transimisi (laju
kontak) oleh individu terpapar, 5, menyatakan koefisien laju transimisi (laju kontak) oleh
individu terinfeksi penyakit, y menyatakan koefisien laju individu dari kondisi terpapar
menjadi terinfeksi penyakit dan a menyatakan koefisien laju pemberian vaksin pada
individu yang rentan pada penyakit.
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Gambar 1. Diagram skematik model epidemi SEIV

Model epidemi SEIV secara matematis dirumuskan sebagai sistem persamaan
diferensial berikut:

as S

= =r5(1-3) - as — B.SE — B,51,

%% = B\SE + B,SI — YE — uE, (1)
dl

dv

T asS — MV,

dengan S,E, I,V = 0, untuk setiap t > t,. Jika I = 0, maka diperoleh titik ekuilibrium
non-endemik yaitu

Py(S™ E*, 1", V") = P,

(K(r —a) 0.0, aK(r — a))
r ru
dan jika [ bernilai positif maka diperoleh titik ekuilibrium endemik, yaitu

sk P *k *k (y+ﬂ)# . Kk M(K(Hﬁl+B2Y)(T_a)_rﬂ(y+u)).
P, (S™ E™, "™, V**), dengan S =—"""—; E™ = ,
1( ), deng Wbty K(uB1+7 )’
I = Y(K(ﬂﬂl+,BZY)(T_(Z)_TH(V+H)). dan o _ aly+u)
K(up1t+yB2)? ’ 4 uB1+yB2’

Dengan menggunakan ide dari Driessche [15], diperoleh bilangan reproduksi dasar untuk
Sistem (1), adalah:
— YB2K(r—a)

wQyr+ur—Bi1Kr+piKa)’

Ro

Nilai R, selanjutnya digunakan sebagai syarat cukup eksistensi titik ekuilibrium sekaligus
kestabilan titik ekuilibrium Sistem (1).

Teorema 1. Jika Ry < 1 danr > a maka terdapat satu (tunggal) titik ekuilibrium Sistem
(1), yaitu titik ekuilibrium non-endemik P,. Selanjutnya, jikary + ru > B, K(r — a) dan
R, > 1, maka diperoleh dua titik ekuilibrium Sistem (1), yaitu titik ekuilibrium non-
endemik P, dan endemik P;.
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Bukti. Saat I = 0 diperoleh titik ekuilibrium non-endemik P, = (S*,E*,I*,V™).
Selanjutnya, perhatikan bahwa S* dan V* merupakan jumlah subpopulasi yang bernilai
positif dengan r > a. Eksistensi titik ekuilibrium non-endemik P, tidak bergantung pada
R,, sehingga untuk setiap kondisi yang melibatkan R, titik ekuilibrium non-endemik
selalu ada. Selanjutnya dari Sistem (1) diperoleh titik ekuilibrium endemik yaitu

Kk Kk TRk Kk Kk y+wu $k ﬂ(K(Hﬁl+B2Y)(r_a)_rﬂ(y+ﬂ)).
P, (S* E**, ™,V dengan S* =—7"—""—: E* = :
1 ) g (Whr+vB2D) K(uBr+7B2)?
e _ Y(KWB1+B)r—a)—ru(y+p)), e aly+p)
™= K(uB1+vB2)? ’ dan V™ = wB1+YB2’

Perhatikan bahwa S** dan V** bernilai positif karena semua parameter model bernilai
" S o . wx _ u(ry+ru—piK(r—a)) _
positif. Nilai E** dan I"* ekuivalen dengan E** = KB t7E)? (Ry—1) dan

sk y(r)/+r#—[>’1K(r—a)) _ e " o ~
T AT (Ro — 1). Nilai E** dan I** positif jika ry + ru > B, K(r — a)

dan R, > 1. Dengan kata lain, jika ry + ru > f;K(r — @) dan R, > 1 dipenuhi maka
diperoleh satu titik ekuilibrium endemik, yaitu P, (S*, E**,I**,V**) pada Sistem (1).
Akibatnya, secara keseluruhan diperoleh dua titik ekuilibrium Sistem (1), yaitu titik
ekuilibrium non-endemik P, dan endemik P;.

BiK(r—a)
r

Teorema 2. Jika Ry <1, r>a dan y +u > maka titik ekuilibrium non-

endemik P, stabil asimtotik lokal dan jika R, > 1, maka titik ekuilibrium non-endemik
P, tidak stabil.

Bukti. Persamaan terakhir pada Sistem (1) tidak berpengaruh terhadap persamaan
lainnya sehingga matriks Jacobian Sistem (1) dapat direduksi menjadi

s s* * *
T (1 —_ ?) - r? —a _’815 _’825
J(Po) = 0 BiS"—y—u  BoS’
0 Y —u

Persamaan karakteristik dari J(P,) adalah

*

[A-—r+——+a]ld-AS"+y + @ +u) —vES] =0,

sehingga diperoleh nilai eigen A1, = a — r. Karena syarat r > a maka 4, bernilai negatif.
Selanjutnya dari persamaan (A — ;S* +y + w)(A + u) —yB,S™ diperoleh persamaan
karakteristik AP +al+a,=0 dengan a, =-pS*+y+2u dan
ap =y +u—pB.SHu—yp,S*. Jika dilibatkan R,, maka

* S* "
@ = p+ G+ p—BiS)A —Re) + 2 dan ay = (y +p — B1S)u(1 — Ry).

u
B1K(rr—a) maka a; > 0 dan a, > 0. Dengan demikian,

Karena Ry <1 dan y+u >

seluruh akar persamaan karakteristik tersebut bernilai negatif berdasarkan kriteria Routh-
Hurwitz. Jadi disimpulkan bahwa titik ekuilibrium P, stabil asimtotik lokal karena
seluruh nilai eigen dari matriks J(P,) bernilai negatif.
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Teorema 3. Jika Ry > 1, y+u > p,S™ atau (y + w)(uBy +vpB2) > P, dan Bu +
Boy < 1 maka titik ekuilibrium endemik P, stabil asimtotik secara lokal.

Bukti. Jelas bahwa titik ekuilibrium endemik P, ada saat R, > 1, maka matriks Jacobian
dari J(P;) adalah

2rs

J(P) = BLE™ + B BiST—yv—u  BST
0 Y —u
Persamaan karakteristik J(P;) yaitu A3 + b; A% + b,A + b; = 0 dengan
- S**
by=pu+y+u—pBS +rK :

S** * %k * %k * %k * %k
b, =rK Uty +u—P1S) + (BLE™ + BI™)B1S™,

by = (BLE™ + BI™)(B1S™ u + f¥S™) > 0,

bib; — by = (u +BZYTS +i) <i (u +BZYTS)> + @ +WET(A = B+ B2y)).

K K

Nilai b;dan b, positif karena y + u > ;5™ atau (y + w)(uB1 +vB2) > L. (y + wu.
Berdasarkan kriteria Routh-Hurwitz, semua akar persamaan karakteristiknya bernilai
negatif jika dipenuhi b; > 0,b, > 0, b3 > 0 dan b;b, — b; > 0. Kemudian, b;b, — b;
bernilai positif karena f;u + S,y < 1. Dengan demikian syarat b; b, — b; > 0 dipenuhi.
Jadi, titik ekuilibrium P, (S**, E**, I"*) stabil asimtotik secara lokal.

Berikut ini digambarkan solusi numerik Sistem (1) menggunakan Maple. Simulasi ini
diberikan untuk mendukung hasil analisis kestabilan lokal titik ekuilibrium P, dan P,
yang telah diperoleh. Simulasi numerik Sistem (1) diuraikan berdasarkan nilai bilangan
reproduksi dasar.

Tabel 1. Nilai parameter untuk simulasi numerik saat R, < 1

Parameter Estimasi

T 0,6 per hari

K 10.000 jiwa

a 0,2 per hari

y 0,5 per hari

B4 0,0000002 per hari
Bo 0,0000001 per hari
u 0,004 per hari

Berdasarkan nilai parameter pada Tabel 1 didapatkan bilangan reproduksi dasarnya
sebesar 0.17 (R, < 1). Jumlah awal masing-masing subpopulasi, yaitu S(0) =
10.000, E(0) = 5.000,1(0) = 1.000 dan V(0) = 5.500. Dari hasil analisis eksistensi
titik ekuilibrium secara analitik diperoleh titik ekuilibrium bebas penyakit
Py(6.666; 0; 0; 333.333). Dari hasil simulasi numerik dengan menggunakan software
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Maple diperoleh grafik yang menunjukkan hubungan jumlah subpopulasi yang rentan,
subpopulasi terpapar, subpopulasi yang terinfeksi dan subpopulasi yang telah mengalami
proses vaksinasi terhadap variabel waktu sebagai berikut.
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Gambar 2. Grafik jumlah subpopulasi V terhadap waktu (t) saat Ry < 1
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Gambar 3. Grafik jumlah subpopulasi S, E dan | terhadap waktu (t) saat R, < 1
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Gambar 2 menunjukkan bahwa dalam waktu kurang dari 1.000 hari, jumlah individu yang
telah mengalami proses vaksinasi mengalami peningkatan dari yang awalnya 5.500 naik
mendekati angka 333.333 dan sampai waktu yang tak terhingga jumlah individu relatif stabil
di angka 333.333. Gambar 3 menunjukkan bahwa dalam waktu kurang dari 100 hari,
jumlah individu yang rentan mengalami penurunan dari yang awalnya 10.000 turun
mendekati angka 6.666 dan sampai waktu yang tak terhingga jumlah individu relatif
stabil di angka 6.666. Jumlah individu yang menunjukan gejala-gejala penyakit akan
mengalami penurunan menuju 0. Jumlah individu yang terinfeksi yang awalnya 1.000
mengalami peningkatan yang signifikan dalam kurun waktu 100 hari, kemudian
jumlahnya akan turun menuju 0. Ini dikarenakan pengaruh vaksinasi. Hal ini berarti
bahwa pergerakan solusi semakin lama akan mendekati titik P, atau dengan kata lain saat
R, < 1 maka jumlah setiap subpopulasi relatif stabil pada titik P,.

Tabel 1. Nilai parameter untuk simulasi numerik saat R, > 1

Parameter Estimasi

r 0,6 per hari

K 1.000.000 jiwa

a 0,3 per hari

y 0,45 per hari

By 0,0000002 per hari
B> 0,00000015 per hari
u 0,004 per hari

Berdasarkan nilai parameter pada Tabel 2 didapatkan bilangan reproduksi dasar sebesar
24,4 (Ry > 1). Jumlah awal masing-masing subpopulasi, yaitu S(0) = 10.000, E(0) =
5.000,1(0) = 1.000 dan V(0) = 5.500. Dari hasil analisis eksistensi titik ekuilibrium
secara analitik diperoleh titik ekuilibrium P, =
(26.588;16.635; 1.871.465; 1.994.143). Dari hasil simulasi numerik dengan
menggunakan software Maple diperoleh grafik yang menunjukan hubungan jumlah
subpopulasi rentan, subpopulasi terpapar, subpopulasi terinfeksi dan subpopulasi
divaksin terhadap variabel waktu sebagai berikut.
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Gambar 4. Grafik waktu (t) terhadap jumlah subpopulasi S dan E saat Ry > 1
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Gambar 5. Grafik waktu (t) terhadap jumlah subpopulasi | dan V saat R, > 1

Gambar 4 menunjukkan jumlah individu rentan awalnya 10.000 mengalami peningkatan
sampai hari ke-30. Kemudian terjadi penurunan sampai hari ke-800 dengan jumlah
individu akan mendekati angka 26.588 dan sampai waktu yang tak terhingga jumlah
individu relatif stabil di angka 26.588. Jumlah Individu terpapar penyakit awalnya 5.000
kemudian mengalami peningkatan sampai hari ke 100. Selanjutnya, terjadi penurunan
sampai hari ke-800 mendekati angka 16.635 dan sampai waktu yang tak terhingga
jumlah individu relatif stabil di angka 16.635.

Berdasarkan Gambar 5 dapat dilihat peranan vaksinasi dalam menekan jumlah individu
yang terinfeksi penyakit. Individu yang telah mengalami proses vaksinasi awalnya
berjumlah 5.500 kemudian mengalami peningkatan sampai hari ke-110. Selanjutnya,
terjadi penurunan sampai dengan hari ke-1400 dengan jumlah individu yang telah
mengalami proses vaksinasi mendekati 1.994.143. Dalam waktu yang tak terhingga
jumlah individu yang telah mengalami proses vaksinasi relatif stabil di angka 1.994.143.
Peningkatan individu yang terinfeksi penyakit dapat dilihat pada hari ke-50. Individu
yang terinfeksi penyakit awalnya berjumlah 1.000 kemudian mengalami penurunan
sampai dengan hari ke-600 dengan jumlah individu yang terinfeksi mendekati
1.871.465. Dalam waktu yang tak terhingga jumlah individu yang terinfeksi relatif stabil
di angka 1.871.465. Hal ini berarti bahwa pergerakan solusi semakin lama akan
mendekati titik P; atau dengan kata lain saat R, > 1 maka jumlah setiap subpopulasi
relatif stabil pada titik P, .
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4. Kesimpulan

Jika Ry <1 dan r > a maka diperoleh satu (tunggal) titik ekuilibrium pada model
epidemi SEIV, yaitu titik ekuilibrium non-endemik P,. Selanjutnya, jika ry +ru >
B1K(r —a) dan R, > 1, maka diperoleh dua titik ekuilibrium, yaitu titik ekuilibrium

non-endemik P, dan endemik P;. Jika Ry <1, r>a dany +u > w maka titik
ekuilibrium P, stabil asimtotik lokal dan jika R, > 1, maka titik ekuilibrium P, tidak

stabil. Jika Ry > 1, y +u > 5™ atau (y + w)(uB1 +vB2) > B2 dan Biu+ By <
1 maka titik ekuilibrium endemik P; stabil asimtotik lokal. Simulasi numerik yang
diberikan mendukung hasil analisis tersebut.
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