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Abstract. In this work, we investigate the scaling properties related to the nonlinear 

fractional diffusion equations and indicate the possibilities to the applications of these 

equations to simulate the water transport in unsaturated soils. Usually, the water 

transport in soils with anomalous diffusion, the dependence of concentration on time (t) 

and distance (x) may be expressed in term of a single variable given by 
q

q tx / .  In 

particular, for q = 1/2 the systems obey Fick’s law and Richards’ equation for water 

transport. We show that a generalization of Richards’ equation via fractional approach 

can incorporate the above property. 
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1. Pendahuluan 

Pada dekade yang lampau kita dapat mencermati perkembangan penggunaan persamaan 

kalkulus fraksional untuk menggambarkan berbagai system dalam bidang teknik, fisika dan 

keuangan.  Dalam bidang fisika material, persamaan diffusi fraksional telah digunakan untuk 

menggambarkan anomali proses diffusi dalam amorphous semikonduktor [1], polymer [2], 

film komposit heterogen [3] dan media porous [4].  Dalam bidang teknik, persamaan 

fraksional derivative telah digunakan untuk menggambarkan model viscoelastis, yang 

merupakan model mekanika klasik umum [5].  Dalam bidang pasar uang, asumsi gaussian 

untuk distribusi peluang pengembalian telah diperluas dengan penggunaan asumsi non-

gaussian dan pendekatan fraksional derivative, sebagai studi empiris [6]. 

Dalam bidang hidrologi, deskripsi transport air di dalam tanah, dalam kolom horisontal, telah 

digunakan persamaan diffusi non-linear [7], sebagai berikut: 
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Persamaan ini menghadirkan sebuah scaling konsentrasi yang bergantung kepada waktu t 

dan jarak x yang diberikan oleh persamaan: 

 
2/12/1

t

x
        (2) 

Ini juga disebut dengan variabel Boltzmann dalam hukum Fick.  Dan persamaan (1) di atas 

dalam term  2/1 dapat dituliskan kembali menjadi, 
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Dalam penelitian yang telah dilakukan oleh beberapa peneliti dalam beberapa jenis tanah: 

silt loam Kolombia, silt loam Hesperia, sandy loam Hesperia, dan campuran silty clay loam 

dan kaolinite-sand Salkum, telah diamati terjadinya penyimpangan terhadap persamaan (2) 

[8], sehingga kebergantungan konsentrasi terhadap waktu t dan jarak x [9] dituliskan kembali 

menjadi bentuk: 

 
qq

t

x
        (4) 

dimana q dapat lebih besar atau lebih kecil dari 1/2.  Untuk hukum scaling umum (persamaan 

4), yang didasarkan pada persamaan diffusi non-linear, terdapat beberapa asumsi yang 

berkaitan dengan persamaan (1), yaitu: koefisien persamaan diffusi diasumsikan mempunyai 

kebergantungan eksplisit terhadap jarak yang diberikan oleh    Dx  [9], sedangkan dalam 

literatur lain [10] koefisien diffusi diasumsikan mempunyai kebergantungan secara eksplisit 

terhadap  Dt m 12  , dimana m adalah kontanta positif.  Sesungguhnya dua asumsi tersebut 

adalah sebuah fenomenologi yang memungkinkan untuk memperoleh hukum scaling dalam 

persamaan (4). Salah satu cara lain untuk memperoleh hukum scaling yang mungkin dapat 

dilakukan adalah dengan menggunakan pendekatan fraksional.  Turunan fraksional dapat 

didefinisikan dalam bentuk integral, dan hasil ini berhubungan dengan efek memori saat 

mengerjakan persamaan differensial yang diterapkan dalam sistem fisika secara komputasi. 

Dalam proses stochastik, turunan fraksional berhubungan dengan sistem alamiah non-

markovian.   

 

 

2. Metodologi 

Metode dari penelitian yang dilakukan adalah menganalisa dan menemukan solusi analitik 

dari persamaan diffusi fraksional non-linear.Penelitian ini juga menginvestigasi sifat scaling 

yang bergantung terhadap waktu dan jarak, dalam persamaan diffusi fraksional non-linear. 

Untuk melakukan hal di atas, akan diterapkan definisi Riemann-Lioville dan Caputo untuk 

turunan fraksional.  Sebenarnya masih banyak definisi yang lain untuk turunan fraksional 

[12], namun definisi Riemann-Lioville dan Caputo yang paling sering digunakan dalam 

literatur. 
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Berdasarkan uraian dalam pendahuluan, persamaan diffusi fraksional  non-linear, dengan 

scaling yang bergantung waktu dan jarak, memungkinkan untuk digunakan dalam 

menggambarkan transport air dalam tanah saat kehadiran efek memori diperhitungkan.  

Untuk itu, akan dijelaskan lebih lanjut tentang peristiwa transport air ini. 

 

 

3. Hasil dan Pembahasan 

Persamaan Diffusi Fraksional Non-Linear dan Scaling 

Beberapa sistem fisika dibangun strukturnya secara intrinsik dengan beberapa relasi scaling 

fundamental.  Pengetahuan ini membawa kepada model analisa baru dari sebuah sistem.  

Dalam sebuah sistem fisika diindikasikan bahwa kuantitas-kuantitas yang meliputi relasi 

scaling lebih banyak yang berhubungan secara rigid, walaupun terjadi perubahan parameter 

dari sistem.  Sebagai contoh adalah Sistem transport air dalam tanah yang digambarkan oleh 

persamaan (1), yang berhubungan dengan bergantungnya konsentrasi terhadap jarak dan 

waktu, persamaan (3).  Propagator fraktal dalam sierpinski gasket juga menghadirkan sebuah 

scaling yang bergantung pada jarak dan waktu dalam bentuk asimtotik [11].  Sebuah contoh 

lain yang menghadirkan relasi scaling ditunjukkan oleh potensial Gibbs dalam wilayah titik 

kritis [13]. 

Untuk menginvestigasi relasi scaling dari persamaan diffusi fraksional non-linear ini 

digunakan pendekatan terhadap definisi Riemann-Lioville dan Caputo pada turunan 

fraksional sebagai berikut: 

 

   
 

 
  



z

nn

n

zRL d
z

f

dz

d

n
zfD

0 1

1






 

    (5) 

dan 

   
 

 
  



z

n

n

zC d
z

f

n
zfD

0 1

1






 

     (6) 

dimana,  

 


zRLD  mengindikasikan Operator Riemann-Lioville dan 

 


zCD  mengindikasikan Operator Caputo 

Dan dua definisi operator tersebut dihubungkan oleh ekspresi berikut: 
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dimana, 
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Pertama, akan dijelaskan turunan fraksional Riemann-Lioville terhadap jarak yang 

diterapkan ke dalam persmaan (1): 
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Pada persamaan ini, dengan   DD  , telah digunakan pada studi anomali diffusi untuk 

L’evy flight.  Sedangkan untuk   
  DD   telah dipelajari dalam [14].  Melalui 

generalisasi variable scaling, persamaan (4), yang diperoleh dari persamaan (9) dihasilkan 

persamaan berikut: 
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dengan memasukkan variabael qtu /  ke dalam persamaan (10) dihasilkan: 
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dengan,   1/1q .  Terlihat, persamaan (9) dapat diekspresikan sebagai fungsi 

generalisasi relasi scaling (persamaan (4)).  Perlu dicatat, untuk  1 , telah merecover 

variable boltzman. 

Untuk Operator Caputo terhadap jarak, dapat juga digunakan prosedur yang sama.  Dan 

hasilnya adalah sama dengan persamaan (11), yaitu: 
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dengan,   1/1q .  Sedangkan, untuk turunan fraksional terhadap waktu, dapat 

dijelaskan bahwa Operator Caputo beraksi pada sisi sebelah kiri persamaan (1), 
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Persamaan ini telah digunakan dalam studi anomali diffusi untuk wilayah subdiffusive [11].  

Dengan memasukkan 
qt

x
u




1
 ke dalam persamaan (13) dan menggunakan variable 

persamaan (4) diperoleh: 
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bila disetting q2 , diperoleh: 
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(perlu dicatat: bahwa singularitas yang didekati dalam variabel 
qt

x
u




1
 untuk t  0 

tidaklah membuat tidak berlakunya integrasi dari persamaan (13), dikarenakan fakta bahwa 

limit yang menghubungkan integral cenderung kepada nilai yang sama.) Bagaimanapun, 

persamaan (14) adalah valid untuk t >0.  Relasi scaling persamaan (4) yang berhubungan 

dengan persamaan (13) juga dibenarkan oleh hasil analitik yang telah diperoleh dalam 

penelitian [11].  Sebuah pengamatan terhadap integral pada sisi sebelah kiri persamaan (14) 

tidaklah mewakili definisi biasa dari turunan fraksional persamaan (5) disebabkan fakta 

bahwa variabel   bergantung kepada q  dan variabel integrasi u.  Untuk alasan tersebut 

maka diterapkan operator  


tCO  yang dimasukkan ke  


tCD . 

Untuk Operator Riemann-Lioville yang beraksi terhadap waktu pada sisi sebelah kiri 

persamaan (1), hubungan persamaan fraksional terhadap variabel scaling persamaan (4), 

telah diberikan oleh: 
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dimana, 2/q .  Sedangkan untuk sisi kanannya persamaan (1), dapat digantikan oleh 

Operator Caputo yang beraksi terhadap waktu pada sisi sebelah kiri persamaan (13), lihat 

referensi  [11].  Hubungan persamaan fraksionalnya adalah: 
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Transport Air di dalam Tanah dan Persamaan Diffusi Fraksional 

Seperti yang sudah dijelaskan, beberapa transport air di dalam tanah pada kolom tanah 

horisontal, telah dapat disimulasikan oleh persamaan (1) dan relasi scaling persamaan (2).  

Namun, relasi scaling dalam persamaan (2) tidaklah menghasilkan hasil yang sesuai dengan 

eksprimen [9, 10].  Untuk itu, sekarang akan dijelaskan bentuk generalisasi dari persamaan 

(1) yang telah dijelaskan dalam [10] dengan koefisien diffusi yang bergantung waktu, yaitu: 
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dimana,  

  adalah parameter real 

   adalah kandungan air volumetrik 

Secara khusus, persamaan (18) untuk  nilai    DD   dan 2 , dijelaskan oleh 

Batchelor,  telah digunakan untuk mensimulasikan aliran turbulen [15].  Untuk transport air 

dalam tanah, kondisi perbatas (boundary conditions) seringkali dipilih sebagai berikut [7]: 

0     ,     ,0  tx i       (19) 

 0     ,     ,0 0  tx         (20) 
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dimana, i  adalah kandungan air mula-mula sepanjang kolom tanah 

 0 adalah konstanta kandungan air pada x=0 

Persamaan (18) berhubungan dengan relasi scaling (persamaan (4)), dan juga telah 

digunakan untuk mensimulasikan data attenuasi sinar single-energy gamma untuk tanah 

Salkum bertekstur silty clay loam [10]. 

Sekarang, akan diterapkan cara lain untuk menganalisa  persamaan (18) dalam 

pembandingan dengan persamaan fraksional (persamaan (17)).  Pengintegralan persamaan 

(18) terhadap waktu didapatkan: 
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konstanta   1  dijelaskan dalam perjanjian.  Dengan memasukkan variabel ut 

,dihasilkan: 
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Bila dilakukan penurunan terhadap waktu diperoleh: 
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Ini sangat menarik untuk dicatat bahwa persamaan tersebut mirip dengan persamaan (17) 

namun tidak sama.  Dalam persamaan (23), variabel   bergantung pada x, t dan u, sedangkan 

pada persamaan (17) variabel   bergantung hanya kepada x dan .  Secara operasional 

dikatakan bahwa denominator integral  persamaan (17), t , berjalan dari nol ke t.  

Sedangkan denominator integral dari persamaan (23), ut  , berjalan dari  nol ke t.  Jadi, 

ini merupakan fenomena kebalikan satu sama lain.  Persamaan (17) dan persamaan (23) 

adalah sama untuk satu kasus khusus, yaitu jika numerator integral dari persamaan ini adalah 

symmetris dengan relasinya terhadap titik t/2 untuk semua t sesaat. Generalisasi persamaan 

(1) telah dijelaskan dalam [9], dengan koefisien diffusi yang bergantung terhadap jarak: 
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dimana, J adalah fluks.  Secara khusus, persamaan (24), bila   DD  dan 3/4 , 

dijelaskan oleh Richardson, telah digunakan untuk mensimulasikan aliran turbulen [16].  

Persamaan (9) dapat diperoleh dari persamaan (24) dengan mempertimbangkan kontribusi 

mula-mula dari fluks. 

Seharusnya perlu dipahami bahwa kompleksitas dari struktur tanah tidaklah dapat dijelaskan 

dalam deskripsi transport air dalam tanah melalui persamaan diffusi.  Dalam deskripsi ini 

dijelaskan perubahan porositas media dan kerapatan bulk (bulk density), dan sistem yang 

dikategorikan sebagai berikut [10]: (1) media berpori yang rigid dengan kerapatan bulk yang 

tidak berubah. (2) Media berpori semirigid  dengan kerapatan bulk yang tidak berubah. (3) 
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media berpori swelling dengan kerapatan bulk yang berubah.  Kategori pertama seringkali 

digambarkan oleh persamaan (1) dengan koefisien diffusi yang hanya bergantung kepada 

kandungan air volumetrik,  .  Untuk kategori kedua dan ketiga, dengan kemungkinan 

perubahan struktur media berpori dan kerapatan bulk, deskripsi dari sistem ini yang mungkin 

adalah dengan persamaan (18), (24) atau persamaan diffusi fraksional non-linear dalam teks 

di atas dengan menggunakan lebih banyak fungsi diffusivitas yang kompleks.  Perlu dicatat 

bahwa persamaan diffusi fraksional yang bergantung waktu dengan nilai  2/q  adalah 

lebih kecil dari 1/2, sedangkan untuk persamaan diffusi fraksional yang bergantung jarak 

dengan nilai   1/1q  adalah lebih besar dari 1/2, untuk 0 <   < 1.  Kedua persamaan 

tersebut dapat dicover oleh range 0 < q < 1. 

 

4. Kesimpulan 

Telah diinvestigasi bahwa terdapat relasi scaling (persamaan (4)) untuk beberapa tipe 

persamaan diffusi fraksional non-linear.  Relasi ini mengindikasikan bahwa persamaan 

diffusi fraksional non-linear memainkan aturan yang penting dalam transport air di dalam 

tanah saat Scaling Boltzmann telah rusak.  Juga telah ditunjukkan bahwa seringkali 

persamaan diffusi non-linear yang bergantung waktu (persamaan (18)) berhubungan dekat 

dengan persamaan diffusi fraksional non-linear (persamaan (17).   

Diharapkan penelitian ini dapat memberikan kontribusi terkait dengan beberapa aspek yang 

berhubungan dengan persamaan diffusi fraksional dan juga persamaan antara fraksional dan 

persamaan diffusinya. 
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