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Abstract. Problems involving modified Helmholtz equation are considered in this
paper. To solve the problem numerically, dual reciprocity boundary element method
(DRBEM) is employed. Some stages have been passed, using reciprocal relation to
approximate boundary integral and domain integral in modified Helmholtz equation .
Finally, linear equation system is obtained in the form of matrix. A MATLAB program
is used to calculate the solutions of ϕ(x, y). Then, solutions of ϕ(x, y) are compared
between the exact solution and the numerical solution of modified Helmholtz equation.
The numerical results are based on the using of three types of radial basis function to
approximate domain integral, such as polinomial, poliharmonik spline and linear types.
The solutions show that the polinomial and poliharmonik spline types are more stable
and approach to exact solution than linear types.
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1. Pendahuluan

Dual Reciprocity Boundary Element Method (DRBEM) adalah metode komputasi numerik
yang digunakan untuk menyelesaikan Persamaan Diferensial Parsial (PDP) yang
diformulasikan dalam bentuk persamaan integral, pada permasalahan terkait fisika
matematis dan teknik [3]. Seperti, persamaan Laplace, persamaan Helmholtz, persamaan
konveksi-difusi, persamaan potensial dan aliran viskos, serta persamaan elektrostatik dan
elektromagnetik.

Metode DRBEM sebenarnya merupakan pengembangan dari metode Boundary Element
Method (BEM) yaitu metode pendiskritisasian batas domain untuk mengevaluasi persamaan
integralnya. Ide utama BEM adalah solusi dari PDP diekspresikan dalam persamaan integral
batas yang menggandung solusi fundamental dari PDP tersebut. Namun, tidak semua PDP
mudah dicari solusi fundamentalnya, contohnya pada persamaan Helmholtz, yang solusi
fundamentalnya sulit dicari dan tidak tunggal. Oleh kerena itu, dikembangkanlah DRBEM.
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Prosedur penurunan persamaan Helmholtz menggunakan DRBEM dilakukan dua kali relasi
reciprocal dalam teorema Gauss-Green. Pertama, digunakan untuk memperoleh persamaan
integral batas dan yang kedua untuk memperoleh pendekatan integral domain. Dalam
mengaproksimasi integral domain diperlukan suatu fungsi, yaitu berupa fungsi basis radial.

Fungsi basis radial adalah suatu fungsi barisan teknik interpolasi eksak untuk mencari
pendekatan permukaan dari tiap titik sampel yang akan dihitung. Terdapat beberapa fungsi
basis radial diantaranya, tipe gaussian, tipe polinomial, tipe mulitikuadratik, tipe
poliharmonik spline, tipe thin plate spline, dan lain sebagainya. Dalam beberapa penelitian
memanfaatkan DRBEM yang dilakukan oleh Ang [2], Sholekhuddin [4], dan Zahroh [5],
tipe fungsi basis radial yang digunakan adalah tipe polinomial. Penelitian selanjutnya
diarahkan untuk mengetahui keakurasian fungsi basis radial yang lain disamping tipe
polinomial

Paper ini membahas perbandingan tiga tipe basis radial yaitu basis radial tipe polinomial 1 ++ , tipe poliharmonik spline dan tipe linear 1 + . Tiga fungsi basis radial ini dipilih
sedemikian sehingga nilai matriks yang dievaluasi atas jarak tiap titik kolokasi hasil
diskritisasi tidak menghasilkan matriks singular.  Kekonvergenan dan besarnya error
dibandingkan dengan solusi eksaknya. Hasil ini didapatkan melalui perhitungan numerik
DRBEM pada persamaan Helmholtz termodifikasi untuk memberikan gambaran dalam
penentuan fungsi basis radial pada bidang-xy.

Diberikan Persamaan Helmholtz termodifikasi dua dimensi

+ = ( , ) − ℎ( , )
dengan syarat batas= ( , ) untuk( , ) ∈= ( , ) untuk( , ) ∈
dengan C dan C adalah dua buah kurva yang tidak berpotongan sedemikian sehinggaC ∪ C = C

Relasi reciprocal dilakukan untuk mengubah persamaan Helmholtz menjadi persamaan
integral sebagai berikut
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Ф( , ; , ) ( , ) − ( , ) Ф( , ; , )
= Ф( , ; , )( − ℎ ( , ))

dengan nilai ф( , ; , ) merupakan solusi fundamental Laplace dan ( , ) adalah solusi
persamaan Helmholtz yang akan dicari nilainya pada domain ∪
Dalam menentukan nilai integral domain atas , diperlukan pendekatan menggunakan
fungsi basis radial. Fungsi basis radial yang berpusat di ( , ) adalah sebuah fungsi yang
berbentuk ( , ; , ) = ( ( , ; , )), dengan ( , ; , ) = ( − ) + ( −) . Dapat dikatakan, ( , ; , ) adalah fungsi yang bergantung pada jarak antara titik( , ) dan ( , ). Dalam penelitian ini dilakukan pendekatan menggunakan tiga tipe fungsi
basis radial yaitu

 Polinomial= 1 + ( , ; , ) + ( , ; , )
 Poliharmonik spline= ( , ; , )
 Tipe Linear= 1 + ( , ; , )

Selanjutnya, dengan menggunakan fungsi basis radial dan dipilih titik kolokasi ( ), ( )
dengan = 1,2, … , , + 1,… , + . merupakan jumlah titik kolokasi yang
terletak pada kurva dan merupakan titik kolokasi yang terletak pada domain. Sehingga
diperoleh pendekatan

Ф( , ; , ) ( ), ( ) − ℎ ( ), ( )
≈ ( ) Ф( , ; , ) ( ( ), ( ); ( ), ( ))

( ) adalah konstanta yang akan dicari nilainya dan ( ( ), ( ); ( ), ( )) merupakan
fungsi basis radial dengan titik pusat ( ), ( ) .

Dengan demikian

( ) = ( ( ), ( ); ( ), ( )) ( ), ( ) − ℎ ( ), ( )
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Dalam melakukan relasi reciprocal kedua maka, diperlukan suatu fungsi tertentu, misalkan
fungsi ( , ; , ), sedemikian sehingga fungsi tersebut memenuhi persamaan( , , , ) + ( , , , ) = ( , , , )
Selanjuntnya, persamaan fungsi ( , ; , ) diubah ke persamaan sistem koordinat kutub
dan diinginkan solusi adalah solusi yang axisimetris atau tidak bergantung pada sudut,
maka didapatkan

( , ; , ) = 14 ( , ; , ) + 116 ( , ; , ) + 125 ( , ; , )
( , ; , ) = 125 ( , ; , )
( , ; , ) = 14 ( , ; , ) + 19 ( , ; , )

Kemudian, dilakukan relasi reciprocal kedua hingga diperoleh

dengan

dan

( ), ( ); ( ), ( ) = ( ), ( ); ( ), ( )
Menggunakan formulasi integral setelah dilakukan pendiskritisasian pada batas domain C
diperoleh persamaan integral batas
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dengan

Berikutnya, dengan mensubtitusikan solusi persamaan integral domain dan integral batas,
maka diperoleh

Akhirnya, dengan mensubtitusikan titik-titik kolokasi pada batas domain dan interior
domain diperoleh sistem persamaan linier (SPL) atas persamaan Helmholtz termodifikasi
sebagai berikut

Koefisien ( ), ( ),dan ( ) untuk = 1,2, . . . , adalah,
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Sedangkan untuk = + 1, + 2, . . . , + , koefisien ( ), dan ( ) sebagai
berikut,

Koefisien ( ) untuk = 1,2, . . . , + , = 1,2, . . . , + adalah,

Dan ( ), ( ); ( ), ( ) = ( ), ( ); ( ), ( ) ѱ , ; ( ), ( )
Dalam hal ini, Dual Reciprocity Boundary Element Method (DRBEM) digunakan untuk
menyelesaikan persamaan sederhana Helmholtz termodifikasi yang telah diketahui solusi
eksaknya. Dari Ang [1] diketahui

Dengan syarat batas

Dan diketahui solusi eksaknya adalah
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2. Metodologi

3. Hasil dan Pembahasan

Dual Reciprocity Boundary Element Method (DRBEM) digunakan untuk menyelesaikan
persamaan Helmhotz termodifikasi yang telah diketahui solusi eksaknya dalam Ang [1].
Domain memiiki bentuk geometri persegi, sehingga pemilihan jumlah titik pada batas
domain merupakan titik yang berkelipatan empat untuk , , , dan . Selanjutnya
pemilihan jumlah titik interior berupa bilangan kuadrat. Hal ini dimaksudkan agar titik-titik
kolokasi yang dipilih menyebar rata pada daerah

Dilakukan dua kali pemilihan jumlah titik kolokasi pada evaluasi DRBEM tiap tipe fungsi
basis radial. Pertama titik kolokasi batas domain = 20 dan interior domain = 25, dan
yang kedua = 80 dan = 81. Selanjutnya dicari solusi ( , ) pada domain sepanjang
sumbu = 0,5 dan dibandingkan solusi numerik DRBEM dengan tiga tipe fungsi basis
radial terhadap nilai eksaknya pada dua macam pemilihan titik kolokasi dan diperoleh grafik
sebagai berikut
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Gambar 1 (a,b) menunjukkan bahwa grafik solusi eksak ( , ) persamaan Hemhotz
termodifikasi didekati oleh grafik solusi numerik DRBEM berupa tiga tipe fungsi radial
basis, yaitu tipe polinomial, poliharmonik spline dan linear. Pada Gambar 1(a) dan 1(b)
dengan titik kolokasi sejumlah 55 titik dan 161 titik, terlihat bahwa grafik solusi yang
didekati dengan fungsi basis radial tipe polinomial dan poliharmonik spline cenderung lebih
mendekati solusi eksak dibanding tipe linear. Selain itu, terlihat pula tipe polinomial lebih
medekati solusi eksak dibanding tipe poliharmonik spline.

Selanjutnya, hasil perhitungan numerik ( , ) digunakan untuk mengevaluasi solusi
persamaan Helmhotz termodifikasi pada titik-titik tertentu untuk dibandingkan dengan
solusi eksanya. Sehingga maksimal error di semua titik kolokasi dapat direpresentasikan
pada fungsi basis radial tipe polinomial, poliharmonikspline dan linear. Dengan demikian,
hal tersebut dapat dijadikan acuan dalam  menentukan keakurasian fungsi basis radial.

Tabel 1. Maksimal error tiga tipe fungsi basis radial dengan titik kolokasinya
Tipe Fungsi Basis

Radial
Maksimal Error= 20 dan = 25 = 80 dan = 811 + + 0.1691 0.0341

0.157 0.03291 + 0.1614 0.0893

Maksimal error di seluruh domain pada tipe polinomial, poliharmonik spline dan tipe linear
pada titik kolokasi sejumlah 55 dan 161 ditunjukkan pada Tabel 1. Dari tabel tersebut dapat
diketahui bahwa maksimal error pada pendekatan fungsi basis radial, tipe multikuadratik
paling kecil dibanding dengan pendekatan fungsi basis radial yang lain. Sedangkan  tipe
linear menghasilkan error yang relatif lebih besar dibanding fungsi basis radial lain. Selain
itu, dapat diperhatikan pula, semakin banyak titik kolokasi yang di-input baik pada batas
domain ataupun pada interior maka semakin kecil pula nilai errornya.

Gambar 1 (a,b). Grafik perbandingan solusi eksak dengan solusi numerik DRBEM
berupa tiga tipe fungsi basis radial

(a) = 80 dan = 81(b) = 20 dan = 25
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4. Kesimpulan

Permasalahan dalam persamaan Helmholtz termodifikasi telah diselesaikan secara numerik
dengan memanfaatkan Dual Reciprocity Boundary Element Method (DRBEM).
Penyelesaian integral domain pada DRBEM, didekati dengan tiga tipe fungsi radial basis
yaitu tipe polinomial, tipe poliharmonik spline dan tipe linear, hingga diperoleh solusi
numerik ( , ) dibandingkan dengan solusi eksaknya.

Hasil penelitian menunjukkan bahwa fungsi basis radial tipe polinomial dan poliharmonik
spline cenderung lebih mendekati solusi eksak dibanding tipe linear, dan tipe polinomial
lebih medekati solusi eksak dibanding tipe poliharmonik spline.  Selain itu, diperoleh urutan
nilai maksimal error pada permasalahan ini yaitu poliharmonik spline< polinomial < linear
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