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Abstrak

Persamaan Laplace sering digunakan untuk memodelkan permasalahan —
permasalahan yang muncul dari berbagai bidang dalam dunia real.
Pesamaan Laplace termasuk dalam persamaan diferensial parsial tipe
eliptik. Persamaan Laplace dengan syarat batas yang tidak sederhana
menyebabkan permasalahan dalam mencari solusi analitiknya. Sehingga
untuk memperoleh solusi tersebut dibutuhkan suatu metode Numerik.
Metode Crank-Nicholson merupakan salah satu contoh metode numerik.
Metode Crank — Nicholson biasanya digunakan dalam mencari solusi
persamaan diferensial parsial tipe parabolik. Dalam penelitian ini,
persamaan Laplace diselesaikan dengan menggunakan metode Crank —
Nicholson. Persamaan Laplace dan syarat batas yang digunakan memiliki
bentuk solusi analitik sehingga dapat dicari nilai error dari solusi numerik.

Kata Kunci: Persamaan Laplace, Syarat Batas, metode numerik dan metode
Crank - Nicholson

Abstract

Laplace equation is often used to make a model of many problems that arise from
various fields in the real world. Laplace equation is included the partial differential
equations of elliptic type. Laplace equation with the not simple boundary condition
cause a problem in finding analytical solution. So that, to obtain the solution
requires a numerical method. Crank-Nicholson’s method is one example of
numerical methods. Crank — Nicholson’s method is usually used to search the
solutions of partial differential equations of parabolic type. In this study, the
Laplace equation is solved by using the method of Crank - Nicholson. Laplace
equation and boundary conditions used has the form analytic solutions, so we can
find it's accuracy with error calculation.

Keywords: Laplace Equation, Boundary Condition, Numerical Method and Crank-
Nicholson's Method

1 Pendahuluan

Matematika sebagai cabang keilmuan yang mengalami perkembangan secara terus —
menerus mempunayi peranan penting dalam penyelesaian suatu permasalahan.
Permasalahan — permasalahan yang muncul dalam bidang ilmu lainnya dapat
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dimodelkan kedalam bentuk matematika sehingga dapat diselesaikan dengan
menggunakan metode — metode matematika. Bagian dari ilmu matematika yang mampu
merepresentasikan sistem fisik dan kejadian-kejadian dalam dunia real kedalam bentuk
matematik disebut sebagai pemodelan matematika [1].

Persamaan Laplace adalah salah satu jenis persamaan diferensial parsial yang banyak
digunakan untuk memodelkan permasalahan dalam bidang sains. Persamaan ini
merupakan contoh klasik dari persamaan eliptik dan merupakan jenis persamaan
diferensial linier orde dua dengan dua peubah [2]. Persamaan Laplace yang sulit
diselesaikan dengan metode analitik dapat diselesaikan dengan menggunakan metode
numerik. Solusi numerik merupakan solusi pendekatan atau perkiraan dari solusi
analitiknya. Solusi numerik yang baik adalah solusi numerik dengan galat sangat kecil
[3].

Metode Crank-Nicholson merupakan gabungan dari metode beda hingga skema
eksplisit dan skema implisit [4]. Metode Crank - Nicholson digunakan untuk mecari
solusi dari suatu ditribusi temperatur [5]. Durmin [6] melakukan perbandingan studi
perpindahan panas dengan menggunakan metode Crank - Nicholson dan metode beda
hingga skema eksplisit. Hasil yang diperoleh dari penelitian tersebut adalah metode
Crank — Nicholson lebih efektif dalam memperoleh solusi permasalahan perpindahan
panas. Penelitian — penelitian tersebut mempunyai bentuk persamaan diferensial parsial
tipe parabolik.

Harijanto [7] mengkaji solusi persamaan Laplace menggunakan beberapa metode
numerik, yaitu metode Jacoby, Gauss-Siedel dan SOR dengan 10 titik grid. Jumlah
itersai yang dibutuhkan dari masing — masing metode tersebut sehingga dapat
menacapai galat yang kecil adalah sebesar 361, 361 dan 124. Oleh karena itu, pada
artikel ini dicari solusi numerik persamaan Laplace dengan menggunakan metode beda
hingga Crank — Nicholson. Dalam hal ini akan dibahas tentang langkah — langkah untuk
memperoleh solusi persamaan Laplace menggunakan metode Cran — Nicholson dan
juga hasil solusinya terhadap solusi analitiknya.

2 Metode Penelitian

Tahapan — tahapan yang harus dilakukan untuk memperoleh solusi persamaan
Laplace menggunakan metode Cran — Nicholson dapat dilihat pada gambar diagram alir
berikut :

Kajian pustaka tentang persamaan L aplace dan
metode Cranl-Nicholson

¥

Diskritisasi persamaan L aplace

menggunakan metode Crank-WWicholson

+

| Pembuatan Program |
¥
| Simulasi Lebar Grid |

+

| Analisis Hasil Simulasi |

ambar 1 Diagram alir proses analisis numerik persamaan Laplace menggunakan metode Crank -
Nicholson
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Diagram alir pada Gambar 1 dapat diuraikan sebagai berikut :
a. Kajian pustaka persamaan Laplace dan metode Crank-Nicholson meliputi penentuan
persamaan Laplace dan syarat batas yang akan diselesaikan, yaitu :

ZTAJFZ}_»*:‘] D=x=1; 0=y=1l
ulx,y =0) =0

ulx,y =1) =f(x) = x(1 —x)

ulx=0,9) =0

wlx=1,9) =0

Turunan kedua fungsi u terhadap x dany dengan pendekatan metode Crank-
Nicholson.

a%u 1 [ui+1,r2ui,j+ui—1,; ui+1,;+1—2ui,j+ui—1,;+1]
axz 2

2 (Ax)? (Ax)?

B2uU Upjag —2Utug oy
ay2 (Ay)2

b. Diskritisasi persamaan Laplace dilakukan dengan mengubah turunan kedua fungsi
u terhadap x dan y pada persamaan Laplace kedalam pendekatan metode Crank-
Nicholson.

c. Pembuatan program dengan menggunakan bantuan software Matlab 7.8.347
bertujuan untuk memudahkan kegiatan simulasi pada tahapan selanjutnya.

d. Simulasi lebar grid dilakukan untuk mengetahui pengaruh lebar grid terhadap solusi
numerik dari persamaan Laplace menggunakan metode Crank- Nicholson. Lebar
grid ditentukan dengan pembagi lebar grid. Pembagi lebar grid domain x adalah my
dan pembagi pembagi lebar grid domain y adalah m).e. Hasil yang diperoleh dari
simulasi pada tahap sebelumnya kemudian dianalisis sehingga dapat diambil suatu
kesimpulan.

3 Hasil Penelitian

Solusi dari persamaan Laplace dengan menggunakan metode Crank-Nicholson ini
akan dibandingkan dengan solusi analitinya. Solusi analitik persamaan Laplace dengan
syarat batas yang digunakan dalam penelitian ini adalah

H(I,jf) _ Eiﬂ:lz sin k wx sinh ey fﬂlf(l') sinkerx dx k:1,2'3,. - (@)

sinh kT

Diskritisasi persamaan Laplace menggunakan metode Crank-Nicholson menghasilkan
bentuk persamaan baru sebagai berikut

ui‘j—_l =+ a’ui_lJ +ﬁui,j + a ui+1‘j +
@ Ui qj41F ¥ Upjir & Upq541 =0

dimana

K= K= K=
a=gmh=—2(1+5;) dmy =13

Dengan melakukan perhitungan setiap nilai ugjy untuk setiap 1< i < my-1 dan 1< j <
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m¢)-1 maka akan diperoleh persamaan — persamaan

Ugp+ QUgq + SUyq + @Uyq + QU H YU, AU, =0
Ugq + QU+ BUy o+ @y, + Gl H YU 3+ QU3 =0

Uyp+ alpz + fugz+ @uyz+ augy YUt auy =10

Ui qjot QU o+ BUyqj 1+ QU q +aU o5+

yui_ijj'- + ﬂfui‘j = U'

Setelah diperolen bentuk persamaan — persamaan yang menyatakan solusi
persamaan Laplace, maka selanjutnya adalah mensubtitusikan syarat batas yang telah
ditentukan sebelumnya. Titik - titik yang disebut sebagai syarat batas adalah titik-titik
Ug,j) Yang mempunyai indeks i = 0, i = mg , j = 0 dan j = mg,. Dengan melakukan
tahapan tersebut dan sedikit memodifikasi bentuk persamaan yang baru maka akan
diperoleh bentuk matriks

(A=U)+B =0
A merupakan sebuah matriks yang
memiliki ordo (M1 (M =1))x((my=1)(m(,~1))

Isi matriks ini ada koefisien-koefisien dari variabel-variabel yang akan dicari nilainya

pada matriks U. Tahapan untuk membuat matriks A adalah sebagai berikut :

a. Matriks A merupakan penjumlahan dari 7 matriks yang kesemuanya harus
mempunyai ordo yang sama. Misalkan matriks-matriks tersebut adalah matriks
Al, A2, A3, A4 A5, A6 dan A7.

b. Al adalah matriks yang pertama berisi koefisien .  Bentuk matriks Al adalah

a;; Qi %13 - QM
az; QG 923 - dam
AL (3, (e (my-1)) = | B 932 Qa5 s
am1  Amz aM.S‘ ;IM,M
dimana M = (m, — 1)(m, — 1)
a; ; = f untuk setiap i = j selainnya a;; =0

c. A2 adalah matriks yang berisi nilai 0 dan 1. Matriks A2 dibuat dengan terlebih dahulu membuat
matriks kolom yang memiliki ordo ((mg)-1)*( my)-1)-1)*1.
Sebagai ketentuannya , semua elemen dari matriks kolom tersebut adalah 1 kecuali pada baris ke m-1
dan Kkelipatannya bernilai 0. Bentuk dari matriks A2 adalah

byy bip bz o bim
b,y by, bys o bym
AZ((mxf1)(myfl)),((mxfl)(my71)) = b%,l b?,Z b3,3 b},M
bwi buz buz - bum

dimana M = (m, — 1)(m, — 1)

b;j = 1 untuk setiap i = j + 1 dan j mod (my - 1) # 0 selainnya b; ; =0

d. Cara membuat matriks A3 hampir sama dengan matriks A2. Matriks A3 berisi nilai 0 dan y. Bentuk
dari matriks A3 adalah
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€11 €12 C13 - CiM
€31 Cpp C23 - Cam
=|c c c o €
A3 (m-1)my-1))((me-1)(my-1)) T[22 B2 Gz Cam
M1 M2z M3 - CMM

dimana M = (m, — 1)(m, — 1)

c;,; =y untuk setiap j = i + 1 dan i mod (m, — 1) # 0 selainnya ¢;; = 0

e. Matriks A4 dan A5 berisi nilai 0 dan o . Perbedaan matriks A4 dan A5 terletak pada
letak diagonal elemen o tersebut. Bentuk matriks A4 dan A5 adalah

dy g diz dysz .. dim
dyy  daz dzz . dam
A4((m_\-*I)(mvfl)).((m_\-fl)()nvfl)) = d;},l d%#z dsy e dam
dma dmz dM.S- (r’lM.M

dimana M = (m, — 1)(mly — 1)

d;; = a untuk setiap i = j + (m, — 1) sclainnya d;; = 0

€11 €1,2 €13 - f1mMm
€51 €30 €23 - €2Mm
=|e e
AS((mx 1)(my, 1))»((”1, 1)(my, L)) Tf'l :?‘2' 93'3‘ éj'M
€M, 1 €M,z €M.3 e EMM

dimana M = (m, — '1)(rny - 1)

e; ; = cuntuk setiap j = [ + (771y — l) selainnya e; ; = 0

f. Matriks A6 dibuat dengan terlebih dahulu membentuk matriks kolom dengan ordo
((m-2)*( my)-1)1)*1. Elemen dari matriks kolom ini adalah <« dan 0 dengan
ketentuan semua elemen barisnya bernilai o kecuali pada baris pertama dan baris
kelipatan mg)-1 elemennya adalah 0. Bentuk matriks A6 adalah

fir h2 fis - fim
for faz 23 - Jom
(me=1)(my—1)) (Gny-1)(my-1)) = f§.1 fz.z f3,3. - JfS,M

fus fuz fuz o

AG(

dimana M = (m, — 1)(m, — 1)
fi,j = @ untuk setiap { = j + (my —2) dan imod (my — 1) # 0, kecuali untuk

]‘,, = f((m,—l),l)* 0, selainnya f,j =0

g. Matriks kolom untuk membuat matriks A7 hampir sama dengan  matriks  kolom
untuk membuat matriks A6. Semua elemen baris pada matriks kolom pembuat
matriks A7 adalah o kecuali pada baris kelipatan mg)-1 elemennya adalah 0.
Bentuk matriks A7 adalah

911 Gz Y13 - diMm

gz21 Y2z Y23 - YJaMm
A7((mx—1)(my—1)).((mr1)(my,1)) = 3?.1 9?42 93,3. tﬁig,M
gm1 gMz2 9Mm3 - gMM

dimana M = (m, — 1)(m, — 1)

gi; = @ untuk setiap j = i + m,,, dan i mod (m,, — 1) = 0 selainnya g;; = 0
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h. Jika semua matriks Al, A2, A3, A4 A5, A6 dan A7 telah dibuat maka selanjutnya
untuk membuat matriks A adalah dengan menjumlahkan ketujuh matriks tersebut.
Sehingga diperoleh matriks A adalah

hip hyy Mg him

hyy  hyy hys o hyy

A((mx—ll(my—1)),((:71X—1)(rny—1)) =lhsa hsy hyz hsm
vy hwz has hvm

dimana M = (m, — 1)(m, — 1)
h;; = f untuk setiap { = j
h;; = 1 untuk setiap i = j + 1 dan jmod (m, —1) %0
hij =y untuk setiap j = i + 1 dan i mod (my — 1) *0
hi; = a untuk setiap i = j + (my - 1). j=i+ (my - 1).
i=j+ (my —2) dan  imod (my —1) #kecuali untuk

hij = g =0

myfl),l)
j=i+(my+1), danjmod(m,—1)#0

Selainnya maka h; ; = 0
U dan B merupakan sebuah matriks yang memiliki ordo (((my=1)(my)—1))x1)
Elemen — elemen dari matriks U adalah variabel - variabel yang menjadi solusi dari

persamaan Laplace. Sedangkan melemen — elemen dari matriks B adalah matriks syarat
batas. Bentuk dari matriks U dan matriks B adalah sebagai berikut

£ F

%ﬁ!ﬂj—i
By

fep

Byl
ﬂm,—-m

P m 1 |

Ui+ e(upy + i) —>j=2T

i JHL -
w,_y tu
e ‘L_3£j<my—l\‘_-_-r-_f_i:2
i j41 B [
wig tuwy ‘
ot D) by bl | mmm
-1 -
i = 2
0
B= ‘~3sj<m,i.li':35'<mx—1
. _

j+z itz itz
“(ui—1 + uin) +ru
Wij-1 + a(“uu + ui+l.j+1)

a(uuu + uuLjn)

“(unu + u.u}n)

a(u:—l,jﬂ. + u:—l,jn] T VU pag T AUy 5y

— j=my—l
—j=2 ‘
|_=_35]<m,—1'.1':—- i=m,—1

| J
e =Emy -l
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Solusi dari persamaan Laplace mempunyai bentuk matriks (A*U) + B = 0. Bentuk
Matriks tersebut dapat diselesaikan dengan U = A™)(-B)
Simulasi dilakukan dengan memberikan lebar grid yang berbeda pada

domain X dan Y . Adapun beberapa pembagi lebar grid yang digunakan dalam simulasi
program ini antara lain adalah 40, 50 dan 60. Simulasi dengan menggunakan pembagi
lebar grid sebesar 40 menghasilkan galat sebesar 0,0407%, pembagi lebar grid 50
menghasilkan galat sebesar 0,0327 dan pembagi lebar grid 60 menghasilkan galat
sebesar 0,0273%. Galat terkecil dihasilkan dari pembagi lebar grid terbesar, yaitu 60.
Berikut adalah hasil plot secara numerik dan analitiknya :

() (b)
Gambar 2 Grafik Solusi Persamaan Laplace dengan Lebar Grid dany = 1/60 (a) Grafik
Solusi Eksak (b) Grafik solusi Numerik
Simulasi juga dilakukan dengan beberapa kombinasi pembagi lebar grid pada domain
x dan domain y. Tujuannya adalah untuk mengetahui pengaruh lebar grid terhadap solusi
numerik persamaan Laplace. Simulasi ini menggunakan nilai parameter awal (1/2.1/2).
Hasil simulasi yang dilakukan disajikan dalam tabel - tabel berikut :

Tabel 1 Tabel Hasil simulasi Lebar Grid Domain x Berubah dan Lebar Grid domain y

Tetap
m M., Solusi Solusi Selisih Galat
Numerik Eksak Relatif

50 50 0,0500 0,0513 0,0013 0,0238
50 40 0,0497 0,0513 0,0016 0,0312

50 60 0,0502 0,0513 0,0011 0,0214

Tabel 2 Tabel Hasil simulasi Lebar Grid Domain x Tetap dan Lebar Grid domain y

Berubah
My m.,,  Solusi Solusi  Selisih Galat
Numerik Eksak Relatif

50 50 0,0500 0,0513 0,0013 0,0238
40 50 0,0499 0,0513 0,0014 0,0273

60 50 0,0501 0,0513 0,0012 0,0234
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Tabel 3 Tabel Hasil simulasi Lebar Grid Domain x dan Lebar Grid domain y Berubah
M) m,,  Solusi  Solusi Selisih Galat
Numerik Eksak Relatif

40 40 0,0496 0,0513 0,0017 0,0331
40 60 0,0601 0,0513 0,0012 0,0234

60 40 0,0497 0,0513 0,0016 0,0312
60 60 0,0503 0,0513 0,0010 0,0195

Berdasarkan Tabel 1, Tabel 2 dan Tabel 3 dapat dilihat bahwa perubahan lebar grid

domain X dan domain Y menyebabkan perubahan hasil solusi numerik persamaan
Laplace. Perubahan lebar grid ditunjukkan dengan perubahan pembagi lebar grid pada

domain X dan domain ¥ . Solusi dengan nilai galat yang paling kecil dihasilkan dari
pembagi lebar grid paling besar, yaitu sebesar 60. Nilai galat relatif yang dihasilkan
sebesar 0,0195. Sedangkan solusi dengan galat paling besar yaitu sebesar 0,0331
dihasilkan dari pembagi lebar grid paling kecil yaitu 40.

4 Kesimpulan Dan Saran

Solusi numerik terbaik yang diperoleh dari persamaan Lapalce menggunakan
metode Crank — Nicholson dengan parameter awal U(1/2,1/2) adalah sebesar 0,0503 dan
galat relatifnya sebesar 0,0195.

Penelitian ini hanya membahas solusi persamaan Laplace dalam koordinat
kartesius yang diselesaikan dengan metode Crank-Nicholson. Penelitian selanjutnya
dapat dilakukan pembahasan solusi persamaan Laplace dalam koordinat polar dengan
menggunakan syarat batas yang lebih bervariatif selain itu juga dapat menggunakan
metode-metode numerik lainnya.
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