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Abstract

Pelabelan selimut (a,d)-H antimagic pada graf G adalah sebuah fungsi
bijektif ξ : V (G) ∪ E(G) → {1, 2, ..., |V (G)| + |E(G)|} sehingga semua
subgraf H ′ yang isomorfik dengan H memiliki bobot subgraf w(H ′)=-∑

vǫV (H′) ξ(v)+
∑

eǫE(H′) ξ(e) yang merupakan deret aritmatika a, a+d, a+

2d, ..., a+(t−1)d dengan a dan d adalah bilangan bulat positif dan m adalah
jumlah subgraf dari G yang isomorfik dengan H . Graf G dikatakan sebuah
graf super H-antimagic jika f(v) = {1, 2, ..., |V |} dengan w(f) adalah se-
buah jumlahan super antimagic. Tujuan dari penelitian ini adalah untuk
menentukan pelabelan selimut super (a, d)-C3-antimagic pada graf trian-
gular ladder d ǫ {0, 1, 2, 3, 4}. Penelitian ini menghasilkan 5 teorema yang
menentukan suku awal a dan nilai beda d pelabelan selimut super (a,d)-H-
antimagic pada graf triangular ladder.

Key Words : pelabelan selimut antimagic, super antimagic, triangular
ladder.

Pendahuluan

Sebuah graf G diartikan sebuah struktur G = (V(G), E(G)), dimana V (G)

adalah himpunan tidak kosong dari elemen yang disebut titik (vertex), dan E(G)

adalah himpunan (boleh kosong) dari pasangan tak terurut dua titik u, v dimana

titik u, v ǫ V (G) yang disebut sisi (edges). V disebut himpunan titik dari G dan

E disebut himpunan sisi dari G. Jumlah titik pada graf G disebut order dari

G dinotasikan |V (G)| sedangkan jumlah sisinya disebut size dari G dinotasikan

|E(G)|. Graf yang mempunyai order p = |V (G)| dan size q = |E(G)| dapat

ditulis (p, q)-graf [5].

Pelabelan graf adalah suatu pemetaan satu-satu dan onto(fungsi bijektif)

yang memetakan himpunan dari elemen-elemen graf (titik dan sisi) ke himpunan

bilangan bulat positif. Jika domain dari pemetaan adalah titik, maka disebut

pelabelan titik (vertex labeling). Jika domainnya adalah sisi, maka disebut

pelabelan sisi (edge labeling), dan jika domainnya titik dan sisi maka disebut

pelabelan total (total labeling)[9]. Terdapat berbagai jenis tipe pelabelan dalam

graf, salah satunya adalah pelabelan total super (a, d)-sisi antimagic (SEATL),

dimana a bobot sisi terkecil dan d nilai beda. Lebih detail lihat [12],[2] dan [3].

Pelabelan total ajaib kemudian dikembangkan menjadi pelabelan selimut
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ajaib yang pertama kali diperkenalkan oleh Gutiérrez dan Lladó pada tahun 2005.

Pelabelan selimut-H-ajaib super pada graf G dengan v titik dan e sisi didefin-

isikan sebagai fungsi bijektif dari titik-titik dan sisi-sisi pada himpunan bilangan

bulat dari 1 sampai sejumlah titik dan sisi [4]. Graf G dikatakan sebuah graf su-

per H-antimagic jika f(v) = {1, 2, ..., |V |} dengan s(f) adalah sebuah jumlahan

super antimagic [13]. Oleh Inayah dkk kemudian dikembangkan suatu pelabelan

selimut H-anti ajaib, dengan penjelasan bahwa suatu pelabelan selimut H-anti

ajaib pada graf G adalah sebuah fungsi bijektif sehingga terdapat jumlahan yang

merupakan deret aritmatika a, a + d, a + 2d, ..., a + (t− 1)d, lebih detail lihat [7].

Hasil- hasil pelabelan super ((a,d))-H-antimagic covering yang sudah ditemukan

diantaranya adalah lihat [6] dan [8],

Super (a, d)-C3 Antimagic Total Covering pada graf tri-

angular ladder (Ln)

Graf ladder dinotasikan Ln adalah sebuah graf dengan titik V (Ln) = {ui, vi : 1 ≤

i ≤ n} dan sisi E(Ln) = {uiui+1, vivi+1 : 1 ≤ i ≤ n − 1}
⋃
{ui, vi : 1 ≤ i ≤ n},

sedangkan graf triangular ladder dinotasikan Ln, n ≥ 2 adalah sebuah graf yang

diperoleh dengan melengapi graf ladder dengan menambahkan sisi uivi+1 untuk

1 ≤ i ≤ n − 1. Kajian pelabelan ini disajikan dalam bentuk teorema berikut.

3 Teorema 1 Graf triangular ladder Ln memiliki super (16n − 3, 0) - C3 an-

timagic total covering untuk n ≥ 2.

Bukti. Labeli titik dan sisi graf triangular ladder Ln dengan fungsi bijektif f1

sebagai berikut:

f1(ui) = 2i, untuk 1 ≤ i ≤ n

f1(vi) = 2i − 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

f1(uiui+1) = 4n − 2i − 1,untuk 1 ≤ i ≤ n − 1

f1(vivi+1) = 4n − 2i,untuk 1 ≤ i ≤ n − 1

f1(uivi) = 6n − 2i − 1,untuk 1 ≤ i ≤ n

f1(uivi+1) = 6n − 2i − 2,untuk 1 ≤ i ≤ n − 1

Dengan mudah dapat dilihat bahwa f1 adalah sebuah fungsi bijektif dari

f1 : V (Ln) ∪ E(Ln) → {1, 2, 3, ..., 6n − 3}. Jika wf1
didefinisikan sebagai bobot

total selimut dari pelabelan total selimut pada graf triangular ladder berdasarkan
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penjumlahan lebel setiap verteks dan edge dengan syarat batas i yang bersesua-

ian dari H = C3 yang menjadi covering pada graf triangular ladder , sehingga

dapat dirumuskan sebagai berikut:

w1
f1

=
∑i+1

k=i f1(vk) + f1(ui) + f1(uivi) + f1(vivi+1) + f1(uivi+1)

= 2i − 1 + 2i + 2 − 1 + 2i + 6n − 2i − 1 + 4n − 2i + 6n − 2i − 2

= 16n − 3

w2
f1

=
∑i+1

k=i f1(uk) + f1(vi+1) + f1(ui+1vi+1) + f1(uiui+1) + f1(uivi+1)

= 2i + 2i + 2 + 2i + 2 − 1 + 6n − 2i − 2 − 1 + 4n − 2i − 1 + 6n − 2i − 2

= 16n − 3

Gabungan dari himpunan di atas
⋃

2

k=1
wk

f1
= {16n− 3, 16n− 3, . . . , 16n−

3}. Terbukti bahwa graf triangular ladder Ln memiliki super (16n − 3, 0) - C3

antimagic total covering. 2

3 Teorema 2 Graf triangular ladder Ln memiliki super (15n − 1, 1) - C3 an-

timagic total covering untuk n ≥ 2.

Bukti. Labeli titik dan sisi graf triangular ladder Ln dengan fungsi f2

sebagai berikut:

f2(ui) = 2i, untuk 1 ≤ i ≤ n

f2(vi) = 2i − 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

f2(uiui+1) = 4n − 2i − 1,untuk 1 ≤ i ≤ n − 1

f2(vivi+1) = 4n − 2i,untuk 1 ≤ i ≤ n − 1

f2(uivi) = 5n − i − 1,untuk 1 ≤ i ≤ n

f2(uivi+1) = 6n − i − 2,untuk 1 ≤ i ≤ n − 1

Dapat dilihat bahwa f2 adalah sebuah fungsi bijektif dari f1 : V (Ln) ∪

E(Ln) → {1, 2, 3, ..., 6n − 3}. Jika wf1
didefinisikan sebagai bobot total selimut

dari pelabelan total selimut pada graf triangular ladder berdasarkan penjumla-

han lebel setiap verteks dan edge dengan syarat batas i yang bersesuaian dari

H = C3 yang menjadi covering pada graf triangular ladder , sehingga dapat

dirumuskan sebagai berikut:

w1
f2

=
∑i+1

k=i f2(vk) + f2(ui) + f2(uivi) + f2(vivi+1) + f2(uivi+1)

= 2i − 1 + 2i + 2 − 1 + 2i + 5n − i − 1 + 4n − 2i + 6n − i − 2

= 15n + 2i − 3
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w2
f2

=
∑i+1

k=i f2(uk) + f2(vi+1) + f2(ui+1vi+1) + f2(uiui+1) + f2(uivi+1)

= 2i + 2i + 2 + 2i + 2 − 1 + 5n − i + 1 − 1 + 4n − 2i − 1 + 6n − i − 2

= 15n + 2i − 2

Berdasarkan himpunan bobot total selimut wf2
= {w1

f2
, w2

f2
}, dapat diper-

hatikan bahwa bobot total selimut terkecil terdefinisikan oleh w1
f2

untuk i = 1,

bobot total selimut terbesar terdefinisi oleh w2
f2

untuk i = n − 1. Selanjutnya

nilai batas rumusan bobot definisi wf2
disubtitusikan dengan nilai tepat, maka

akan diperoleh sebuah rangkainan bilangan yang membentuk deret aritmatika

dengan suku awal 15n + 2i − 3 yang didapat dari subtitusi niali i = 1 pada

w2
f2

. Beda setiap rangkaian tersebut adalah 1, sehingga dapat ditulis dalam

himpunan
⋃n

k=1
wk

f2
= {15n − 1, 15n, 15n + 1, 15n + 2, . . . , 17n − 4}. Dengan

demikian dapat diperoleh sebuah kesimpulan bahwa graf triangular ladder Ln

memiliki super (a, d)-C3 antimagic total covering dengan a = 15n− 1 dan d = 1

atau graf triangular ladder Ln mempunyai super (15n− 1, 1)-C3 antimagic total

covering dengan n ≥ 2. 2

3 Teorema 3 Graf triangular ladder Ln memiliki super (12n + 3, 2) - C3 an-

timagic total covering untuk n ≥ 2.

Bukti. Labeli titik dan sisi graf triangular ladder Ln dengan fungsi f3

sebagai berikut:

f3(ui) = 2i, untuk 1 ≤ i ≤ n

f3(vi) = 2i − 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

f3(uiui+1) = 4n + 2i − 1,untuk 1 ≤ i ≤ n − 1

f3(vivi+1) = 4n + 2i − 2,untuk 1 ≤ i ≤ n − 1

f3(uivi) = 4n − 2i + 1,untuk 1 ≤ i ≤ n

f3(uivi+1) = 4n − 2i,untuk 1 ≤ i ≤ n − 1

Dapat dilihat bahwa f3 adalah sebuah fungsi bijektif dari f1 : V (Ln) ∪

E(Ln) → {1, 2, 3, ..., 6n − 3}. Jika wf1
didefinisikan sebagai bobot total selimut

dari pelabelan total selimut pada graf triangular ladder berdasarkan penjumla-

han lebel setiap verteks dan edge dengan syarat batas i yang bersesuaian dari

H = C3 yang menjadi covering pada graf triangular ladder , sehingga dapat

dirumuskan sebagai berikut:

w1
f3

=
∑i+1

k=i f3(vk) + f3(ui) + f3(uivi) + f3(vivi+1) + f3(uivi+1)

= 2i − 1 + 2i + 2 − 1 + 2i + 4n − 2i + 1 + 4n + 2i − 2 + 4n − 2i
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= 12n + 4i − 1

w2
f3

=
∑i+1

k=i f3(uk) + f3(vi+1) + f3(ui+1vi+1) + f3(uiui+1) + f3(uivi+1)

= 2i + 2i + 2 + 2i + 2 − 1 + 4n − 2i − 2 + 1 + 4n + 2i − 1 + 4n − 2i

= 12n + 4i + 1

Berdasarkan himpunan bobot total selimut wf3
= {w1

f3
, w2

f3
}, dapat diper-

hatikan bahwa bobot total selimut terkecil terdefinisikan oleh w1
f3

untuk i = 1,

bobot total selimut terbesar terdefinisi oleh w2
f3

untuk i = n − 1. Selanjutnya

nilai batas rumusan bobot definisi wf3
disubtitusikan dengan nilai tepat, maka

akan diperoleh sebuah rangkainan bilangan yang membentuk deret aritmatika

dengan suku awal 12n + 4i− 1 yang didapat dari subtitusi niali i = 1 pada w2
f3

.

Beda setiap rangkaian tersebut adalah 2, sehingga dapat ditulis dalam himpunan
⋃n

k=1
wk

f3
= {12n + 3, 12n + 5, 12n + 7, 12n + 9, . . . , 16n − 3}. Dengan demikian

dapat diperoleh sebuah kesimpulan bahwa graf triangular ladder Ln memiliki

super (a, d)-C3 antimagic total covering dengan a = 12n+3 dan d = 2 atau graf

triangular ladder Ln mempunyai super (12n + 3, 2)-C3 antimagic total covering

dengan n ≥ 2. 2

3 Teorema 4 Graf triangular ladder Ln memiliki super (11n + 5, 3) - C3 an-

timagic total covering untuk n ≥ 2.

Bukti. Labeli titik dan sisi graf triangular ladder Ln dengan fungsi f4

sebagai berikut:

f4(ui) = 2i, untuk 1 ≤ i ≤ n

f4(vi) = 2i − 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

f4(uiui+1) = 6n − 2i − 2,untuk 1 ≤ i ≤ n − 1

f4(vivi+1) = 6n − 2i − 1,untuk 1 ≤ i ≤ n − 1

f4(uivi) = 2n + i,untuk 1 ≤ i ≤ n

f4(uivi+1) = 3n + i,untuk 1 ≤ i ≤ n − 1

Dapat dilihat bahwa f4 adalah sebuah fungsi bijektif dari f1 : V (Ln) ∪

E(Ln) → {1, 2, 3, ..., 6n − 3}. Jika wf1
didefinisikan sebagai bobot total selimut

dari pelabelan total selimut pada graf triangular ladder berdasarkan penjumla-

han lebel setiap verteks dan edge dengan syarat batas i yang bersesuaian dari

H = C3 yang menjadi covering pada graf triangular ladder , sehingga dapat

dirumuskan sebagai berikut:
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w1
f4

=
∑i+1

k=i f4(vk) + f4(ui) + f4(uivi) + f4(vivi+1) + f4(uivi+1)

= 2i − 1 + 2i + 2 − 1 + 2i + 2n + i+ + 6n − 2i − 1 + 3n + i

= 11n + 6i − 1

w2
f4

=
∑i+1

k=i f4(uk) + f4(vi+1) + f4(ui+1vi+1) + f4(uiui+1) + f4(uivi+1)

= 2i + 2i + 2 + 2i + 2 − 1 + 2n + i + 1 + 6n − 2i − 2 + 3n + i

= 11n + 6i + 2

Berdasarkan himpunan bobot total selimut wf4
= {w1

f4
, w2

f4
}, dapat diper-

hatikan bahwa bobot total selimut terkecil terdefinisikan oleh w1
f4

untuk i = 1,

bobot total selimut terbesar terdefinisi oleh w2
f4

untuk i = n − 1. Selanjutnya

nilai batas rumusan bobot definisi wf4
disubtitusikan dengan nilai tepat, maka

akan diperoleh sebuah rangkainan bilangan yang membentuk deret aritmatika

dengan suku awal 11n + 6i− 1 yang didapat dari subtitusi niali i = 1 pada w2
f4

.

Beda setiap rangkaian tersebut adalah 3, sehingga dapat ditulis dalam himpunan
⋃n

k=1
wk

f4
= {11n+5, 11n+8, 11n+11, 11n+14, . . . , 17n−4}. Dengan demikian

dapat diperoleh sebuah kesimpulan bahwa graf triangular ladder Ln memiliki

super (a, d)-C3 antimagic total covering dengan a = 11n + 5 dan d = 3 atau

graf triangular ladder Ln mempunyai super (11n5, 3)-C3 antimagic total cover-

ing dengan n ≥ 2. 2

3 Teorema 5 Graf triangular ladder Ln memiliki super (10n + 6, 4) - C3 an-

timagic total covering pada untuk n ≥ 2.

Bukti. Labeli titik dan sisi graf triangular ladder Ln dengan fungsi f5

sebagai berikut:

f5(ui) = 2i, untuk 1 ≤ i ≤ n

f5(vi) = 2i − 1, untuk 1 ≤ i ≤ n

f5(uiui+1) = 6n − 2i − 2,untuk 1 ≤ i ≤ n − 1

f5(vivi+1) = 6n − 2i − 1,untuk 1 ≤ i ≤ n − 1

f5(uivi) = 2n + 2i − 1,untuk 1 ≤ i ≤ n

f5(uivi+1) = 2n + 2i,untuk 1 ≤ i ≤ n − 1

Dapat dilihat bahwa f5 adalah sebuah fungsi bijektif dari f1 : V (Ln) ∪

E(Ln) → {1, 2, 3, ..., 6n − 3}. Jika wf1
didefinisikan sebagai bobot total selimut

dari pelabelan total selimut pada graf triangular ladder berdasarkan penjumla-

han lebel setiap verteks dan edge dengan syarat batas i yang bersesuaian dari
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H = C3 yang menjadi covering pada graf triangular ladder , sehingga dapat

dirumuskan sebagai berikut:

w1
f5

=
∑i+1

k=i f5(vk) + f5(ui) + f5(uivi) + f5(vivi+1) + f5(uivi+1)

= 2i − 1 + 2i + 2 − 1 + 2i + 2n + 2i − 1 + 6n − 2i − 1 + 2n + 2i

= 10n + 8i − 2

w2
f5

=
∑i+1

k=i f5(uk) + f5(vi+1) + f5(ui+1vi+1) + f5(uiui+1) + f5(uivi+1)

= 2i + 2i + 2 + 2i + 2 − 1 + 2n + 2i + 2 − 1 + 6n − 2i − 2 + 2n + 2i

= 10n + 8i + 2

Berdasarkan himpunan bobot total selimut wf5
= {w1

f5
, w2

f5
}, dapat diper-

hatikan bahwa bobot total selimut terkecil terdefinisikan oleh w1
f5

untuk i = 1,

bobot total selimut terbesar terdefinisi oleh w2
f5

untuk i = n − 1. Selanjutnya

nilai batas rumusan bobot definisi wf5
disubtitusikan dengan nilai tepat, maka

akan diperoleh sebuah rangkainan bilangan yang membentuk deret aritmatika

dengan suku awal 10n + 8i− 2 yang didapat dari subtitusi niali i = 1 pada w2
f5

.

Beda setiap rangkaian tersebut adalah 4, sehingga dapat ditulis dalam himpunan
⋃n

k=1
wk

f5
= {10n+6, 10n+10, 10n+14, 10n+18, . . . , 18n−6}. Dengan demikian

dapat diperoleh sebuah kesimpulan bahwa graf triangular ladder Ln memiliki su-

per (a, d)-C3 antimagic total covering dengan a = 10n + 6 dan d = 4 atau graf

triangular ladder Ln mempunyai super (10n + 6, 4)-C3 antimagic total covering

dengan n ≥ 2. 2

Kesimpulan

Pada penelitian ini ditunjukkan bahwa graf triangular ladder Ln dengan n ≥ 2

mempunyai super (a, d)-C3 antimagic covering, yaitu :

3 Teorema 6 Graf triangular ladder Ln memiliki super (16n − 3, 0) - C3 an-

timagic total covering pada untuk n ≥ 2.

3 Teorema 7 Graf triangular ladder Ln memiliki super (15n − 1, 1) - C3 an-

timagic total covering pada untuk n ≥ 2.

3 Teorema 8 Graf triangular ladder Ln memiliki super (12n + 3, 2) - C3 an-

timagic total covering pada untuk n ≥ 2.

3 Teorema 9 Graf triangular ladder Ln memiliki super (11n + 5, 3) - C3 an-

timagic total covering pada untuk n ≥ 2.
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3 Teorema 10 Graf triangular ladder Ln memiliki super (10n + 6, 4) - C3 an-

timagic total covering pada untuk n ≥ 2.
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