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Abstract

Misalkan G adalah graf dengan himpunan titik V(G) dan himpunan sisi
E(G). Suatu pemetaaan bijektif g dari V(G) | E(G) ke {1,2, ..., |[V(G)| +
E|(GQ)|} dikatakan pelabelan total (a, d)-sisi antimagic di G, jika himpunan
bobot sisi W (zy) = {w(zy)|z(zy) = g(z) + 9(y) + g(zy), Yoy € E(G)}, da-
pat dinyatakan sebagai barisan aritmatika dengan suku awal a dan beda d.
Dikatakan sebagai pelabelan total (a, d)-sisi antimagic super jika g(V(G)) =
{1,2,...,|V(G)|}. Dalam penelitian ini akan dikaji tentang super (a, d)-sisi
antimagic pelabelan total pada graf daun, n > 1 dan d € {0,2}. Fokus
pengkajian ini adalah pembentukan pola super (a,d)-sisi antimagic pela-
belan total pada graf daun dengan n > 1.
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Pendahuluan

Teori graf adalah cabang kajian yang mempelajari sifat-sifat graf. Sebuah graf
G adalah pasangan himpunan (V, F) dimana V' adalah himpunan tidak kosong
dari elemen yang disebut titik (vertex), dan E adalah himpunan (boleh kosong)
dari pasangan tidak terurut dua titik (v1,v2) dimana v1,v2 € V | yang disebut
sisi (edges)[9]. V disebut himpunan titik dari G, dan E disebut himpunan sisi
dari G. Seringkali kita menuliskan V(G) adalah himpunan titik dari graf G dan
E(G) adalah himpunan sisi dari graf G[5].

Salah satu topik dalam teori graf yang banyak mendapatkan perhatian
adalah pelabelan graf. Berdasarkan elemen yang dilabeli, pelabelan dibagi men-
jadi 3 jenis, yaitu : pelabelan titik, pelabelan sisi dan pelabelan total[1]. Jika do-
main dari pemetaan adalah titik, maka pelabelan disebut pelabelan titik (vertex
labeling). Jika domiannya sisi, maka pelabelan disebut pelabelan sisi (edge
labeling), dan jika domainnya adalah titik dan sisi, maka disebut pelabelan total
(total labeling)[10].

Terdapat berbagai jenis tipe pelabelan dalam graf, salah satunya adalah
pelabelan total super(a, d)-sisi antimagic (SEATL), dimana a bobot sisi terkecil
dan d nilai beda. Lebih jelas lihat [2]. Beberapa penelitian tentang pelabelan
total super(a, d)-sisi antimagic yang telah dipublikasikan antara lain:[3], [4],[6],[7]
dan [8].
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Pelabelan Total Super (a,d)-Sisi Antimagic

Pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic pada sebuah graf G = (V, E) dapat
diartikan sebagai pelabelan titik dengan bilangan bulat f(V) = {1,2,3,...,p}
dan pelabelan sisi dengan bilangan bulat f(E) = {p+1,p+2,p+3,...p+¢q} dari
sebuah graf G dimana p adalah banyaknya titik dan ¢ adalah banyaknya sisi pada
graf G. Himpunan bobot sisi yang terbentuk adalah W = w(zy) | zy € E(G) =
{a,a+d,a+2d,....a+ (¢ — 1)d} untuk a > 0 dan d > 0 [9].

Lemma 1 Jika sebuah graf (p,q) adalah pelabelan total super (a,d)-sisi an-
timagic maka d < %

Bukti: f(V)={1,2,3,....,p} dan f(E)={p+L,p+2,p+3,....0+q}.
Misalkan graf (p,q) adalah pelabelan total super (a,d)-sisi antimagic dengan
pemetaan f: V(G)JE(G) — {1,2,3...,p + ¢}. Nilai minimum yang mungkin
dari bobot sisi terkecil a(u) + a(uv) + a(v) =14 (p+1) +2 = p+ 4 dan dapat
ditulis :p+4 < a. Sedangkan pada sisi yang lain, nilai maksimum yang mungkin
dari bobot sisi terbesar diperoleh dari jumlah 2 label titik terbesar dan label sisi
terbesar atau dapat ditulis (p — 1) + (p + ¢) + p = 3p + ¢ — 1. Akibatnya:

at+(g—1d < 3p+q—1
3p+q—1—(p+4)
d < =T
2p+q9—>5
Jadi terbukti bahwa nilai d < % dari berbagai jenis atau famili graf. O

Pelabelan Total Super (a,d)-Sisi Antimagic pada Graf

Daun

Graf daun dinotasikan Lg, adalah sebuah graf dengan himpunan titik V =
{le,a, f, i, 2zi,y;;1 <i<mn;1 <j<2n+1} dan himpunanisi E = {le,lf, fa, ea,
Jy1, ey, ayons1 } U {ziy2i—1, Tiy2i, Tiyoiv1; L <4 < nf U {zy2i-1, 2iy2i, Zi2iv1; 1 <
i < n}. Kajian pelabelan ini disajikan dalam bentuk lemma dan teorema berikut:

O Lemma 1 Ada pelabelan (n + 3,1)-sisi antimagic titik pada graf Daun Lgy,
untuk n > 1.
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Bukti. Labeli titik graf daun Lg, dengan fungsi a; yang didefinisikan

sebagai berikut:

= 1,

i+ 1L,untuk 1 <i<n,

n+ 2,

n+ 3,

= n+i1+3,untuk 1 <i<2n+41,
3n + 5,

= 3n+i+5untuk 1l <i<n

Dengan dapat dilihat bahwa «; merupkan fungsi bijektif oy : V(Lgy,) — {1,2,...,

4n 4+ 5}. Selanjutnya, misal w,, adalah bobot sisi pelabelan titik (n + 3, 1)-sisi

antimagic pada graf daun Lg, untuk n > 1, maka himpunan bobot sisi dapat

diturunkan sebagai berikut:

Weyy (Ziy2i+l)

n—+ 3,
n + 4,
n—+ 5,
n—+ 3t + 3,untukl <7 < n,
n—+ 3t + 4,untukl <7 < n,
n+ 3t + 5,untukl <i < n,
4n + 6,
dn 47,
4dn 4+ 8§,
4dn 49,
4dn + 3i 4+ 7, untukl < i <n,
4dn + 3i 4 8, untukl < i < n,
dn + 3i 4+ 9, untukl < i <n

Berdasarkan bobot sisi EAV ini, bobot sisi terkecil terletak pada wq, (ea)
yaitu n + 3, sedangkan bobot sisi tebesar terletak pada wa, (2iy2i+1) yaitu 4n +

3t +9 untuk ¢ = n. Dapat dikatakan bahwa w,, membentuk barisan aritmatika

dengan suku awal a = n+3 dan beda d = 1, sehingga dapat ditulis himpunan w,,
= {n+3,n+4,...,7n+9}. Untuk mengetahui bobot sisi terbesar, substitusikan ni-

lai awal @ = n+ 3 dan nilai b = 1 ke rumus barisan aritmatika, sehingga didapat:

Un

a+(n—1)b
n+3+6n+7-1)1
™m+9
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Karena bobot sisi EAV terbesar yang terletak pada we, (2ny2n+1) = Upn
yaitu 7n + 9, jadi dapat dinyatakan bahwa w,, membentuk barisan aritmatika
dengan suku awal a = n+ 3 dan beda d = 1. Sehingga terbukti bahwa graf daun
Lg,, mempunyai pelabelan (n + 3, 1)-sisi antimagic titik untuk n > 1. O

Berdasarkan Lemma 1 maka diperoleh pelabelan (n + 3, 1)-sisi antimagic
titik, selanjutnya pelabelan total super sisi antimagic dengan nilai awal a dan ni-
lai beda d = 0 atau dapat dituliskan dengan pelabelan super (a, 0)-sisi antimagic
total.

& Teorema 1 Ada pelabelan super (11n + 15,0)-sisi antimagic total graf Daun
Lg, untuk n > 1.

Bukti. Gunakan pelabelan titik a; untuk melabeli titik graf daun Lg,,
kemudian definisikan label sisi ap : E(Lgy,) — {4n + 6,4n + 7,...,10n + 12},
sehingga label sisi ay untuk pelabelan total super (a,0)-sisi antimagic pada graf

Lg,, dapat dirumuskan sebagai berikut:

as(ziy2i+1) = Tn—3i+6,untuk 1 <i<n,
a9 (2iy2;) = ™m—3t+T7untuk 1 <¢<mn,
a(ziy2i—1) = Tn—3i+8untuk 1 <i<n,
az(fy1) = Tn+6,

as(Lf) = Tn+T,

as(fa) = Tn+38,

az(ayzni1) = Tn+9,

ag(ziy2i+1) = 10n —3i+ 10,untuk 1 <i<mn,
ao(ziy2i) = 10n —3i+11,untuk 1 <i<n,
ag(xiy2i—1) = 10n —3i+4 12,untuk 1 <i<mn,
as(eyr) = 10n + 10,

as(le) = 10n + 11,

as(ea) = 10n+ 12

Jika W,, didefinisikan sebagai bobot sisi pelabelan total graf Daun, maka
W, dapat diperoleh dengan menjumlahkan bobot sisi EAVL w,, = w,, dengan
label sisi ag yang bersesuaian, sehingga himpunan bobot sisi pelabelan total
dapat diturunkan sebagai berikut:
Wi, = {wa,(ziy2it1) + a2(ziyig1); untuk 1 <i <n}
(An+3i+9)+ (Tn — 30 +6)
= 1ln+15
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Woc22 = {Way (ziy2i) + a2(ziy2:); untuk 1 <i < n}
(4n +3i+8) + (Tn — 3i +7)
= 1ln+15
W«i’z = {Way(2iY2i-1) + a2(2iy2i-1); untuk 1 <i <n}
= (4n+3i+7)+ (Tn — 3i +8)
= 1lln+415
W, = {way(fy1) +a2(fy)}
(4n +9) + (7Tn +6)
= 1ln+15
{way (1f) + a2(1f)}
(4n+8) + (Tn+7)
= 1lln+15
WSQ = {waz (fa) + a2(fa)}
= (An+7)+(Tn+38)
= 1ln+415
WO762 = {waz (ay2n+1) + (ay2n+1)}
= (An+6)+ (Tn+9)
= 1ln+15
Wocsz = {Way (TiY2i4+1) + @2(xiy2i41); untuk 1 <i <n}
= (n+43i+5)+ (10n — 3i + 10)
= 1lln+15
W(?Q = {wa, (wiy2:i) + co(xy2;); untuk 1 <i <n}
= (n+3i+4)+ (10n — 3i +11)
= 1ln+15
WOélg = {wag ($iy2i—1) + OéQ(l‘ini_l); untuk 1 <1< n}
= (n+3i+3)+ (10n — 3i + 12)
= 1ln+15
W01421 = {waz (eyl) + ag(eyl)}
= (n+5)+ (10n + 10)
= 1In+15
W2 = {wa,(le) + as(le)}
= (n+4)+ (10n +11)
= 1ln+15

5
we,
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Wa; = {wa,(ea) + az(ea)}
(n+3)+ (10n + 12)
11n +15
Berdasarkan hasil diatas, dapat dilihat bahwa Wi, = W2, = = W33 =
11n + 15. Rumusan tersebut dapat pula dituliskan sebagai: Uiil Wi, = {1ln+
15, 11n 4+ 15, ..., 11n + 15}. Sehingga terbukti bahwa graf daun Lg, dengan

n > 1 mempunyai pelabelan super(a, d)-sisi antimagic total dengan a = 11n+15
dan d = 0, dengan kata lain graf daun Lg, mempunyai pelabelan super (11n +
15,0)-sisi antimagic total. Bilangan 1, 2, ..., 13 pada WOIQ,WO%Q,WSQ, .. ,Wég’
bukan merupakan pangkat, melainkan bilangan tersebut hanya merupakan kode

pembeda bobot sisi W,,, untuk tiap sisi yang berlainan. O

& Teorema 2 Ada pelabelan super (5n + 9,2)-sisi antimagic total pada graf
Daun Lg, untukn > 1.

Bukti. Labeli titik graf daun Lg,, dengan as(e) = a1(e), as(z;) = aq(x;),
as(a) = ai(a),as(l) = a1(l) as(yi) = a1(yi), as(f) = ai(f),dan asz(2) = a1 (2;)
definisikan label sisi ag : F(Lgy,) — {4n+6,4n+7,...,10n+ 12}, maka label sisi
as untuk pelabelan total super (a,2)-sisi antimagic pada graf daun Lg, dapat

dirumuskan sebagai berikut:

as(ea) = 4n + 6,
as(le) = 4n+7,
as(eyr) = 4n + 8§,
az(ziyaio1) = 4n+3i+6,untuk 1 <i<n,
a3 (ziy2:) = 4dn+3i+ 7,untuk 1 <i<n,
a3(Tiyoir1) = 4n+3i+8untuk 1 <i<n,
az(ayon+1) = Tn+9,
az(fa) = Tn+10,
as(lf) = Tn+11,
az(fy1) = Tn+12,
a3(ziy2i—1) = Tn+3i+10,untuk 1 <i <n,
a3(ziy2:) = T™Tm+3i+11,untuk 1 <i<n,
as(ziy2it1) = ™ +3i+12;untuk 1 <i<n

Jika W,,, didefinisikan sebagai bobot sisi pelabelan total graf daun, berdasarkan
pelabelan a3 maka W,,, dapat diperoleh dengan menjumlahkan rumus bobot sisi
EAVL w,, = wqa, dan rumus label sisi a3, sehingga himpunan bobot total dapat

diturunkan sebagai berikut:
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a3

W3

a3

W5

a3

W6

a3

W?

a3

WS

a3

W9

a3

as

{wa, (ea) + asz(ea)}

(n+3) + (4n +6)

on +9

{wa, (le) + as(le)}

(n+4)+ (@An+7)

on + 11

{wa, (ey1) +as(ey1)}

(n+5) + (4n +8)

on + 13

{wWas (ziy2i—1) + a3(@iy2i—1), untuk 1 <i<n}
(n+3i+3)+ (4n+ 3i +6)

on + 61+ 9

{wag (Tiy2:) + as(ziy2:), untuk 1 <i<n}
n+3i+4)+ (An+3i+7)

on + 67 + 11

{was (Tiy2ir1) + az(@iy2iq1), untuk 1 <i <n}
(n+3i+5)+ (4n+3i +8)

on + 67 + 13

{was (ayont1) + az(ayzny1)}

(4n +6) + (Tn + 9)

11n +15

(w0, (o) + as(fa)}

(4n +7) + (Tn + 10)

11n + 17

{was (Lf) + a3(Lf)}

(4n 4 8) + (Tn + 11)

11n +19

{was (fy1) + as(fy1)}

(4n+9) + (Tn +12)

11n +19
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Wil = {was(ziy2i—1) + as(ziyzi—1), untuk 1 <i<n}

= (n+3i+7) + (Tn+3i+10)

= 1ln+6t+17
Wa132 = {was (ziy2:) + a3(ziy2:), untuk 1 <i<n}
= (4n+3i+8)+ (Tn+3i+11)
= 1lln+6:1+17
W23 = {was(2iy2i41) + a3(ziy2it1), untuk 1 <i < n}

= (4n+3i+9) + (Tn + 3i + 12)
= 1ln+6i+21

Berdasarkan himpunan bobot sisi W,,, dapat dilihat bahwa bobot sisi
terkecil pertama adalah W, yaitu wa,(ea) + az(ea) = 5n + 9, bobot sisi terke-
cil kedua adalah W2, yaitu wa,(le) + as(le) = 5n + 11 dan bobot sisi terbesar
adalah Walg’ yaitu was (2iY2i+1) + @3(ziy2ir1) = 11n + 67 + 21 dengan i = n.
Dapat dikatakan bahwa W,, membentuk barisan aritmatika dengan suku awal
a = 5n+9 dan beda d = 2, sehingga dapat ditulis dalam himpunan U,l,il oy =
{5n+9,5n+11,...,17n+21}. Untuk mengetahui bobot sisi terbesar dengan men-
substitusikan nilai awal a = 5n + 9 dan nilai b = 2 ke rumus barisan aritmatika,

sehingga didapat:

U, = a+((n—-1)
5n+9+ (6n+7—1)2
17n +21

Karena bobot sisi terbesar yang terletak pada Walg’ = U, yaitu 17n + 21,
jadi dapat dinyatakan bahwa W,, membentuk barisan aritmatika dengan suku
awal a = bn + 9 dan beda d = 2. Sehingga terbukti bahwa graf daun Lg,

mempunyai pelabelan super (5n + 9, 2)-sisi antimagic total. O

Kesimpulan

Pada penelitian ini ditunjukkan bahwa graf Daun Lg, dengan n > 1 mempunyai
pelabelan (n+ 3, 1)-sisi antimagic titik serta pelabelan super (a, d)-sisi antimagic
total yaitu pelabelan super (11n+ 15, 0)-sisi antimagic total dan pelabelan super

(5n 49, 2)-sisi antimagic total.
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