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Abstrak

An edge-colouring of a graph G is rainbow connected if there are k internally
vertex-disjoint paths joining them, with no two edges on the path have the
same color. Let G be a simple graph and f be an edge coloring, where
f:E(G) —{1,2,....k}, k € N, and the adjacent edges may have the same
colour. The rainbow connection numbers of a connected graph G, denoted
by re(G), is a minimal numbers of color G required to make a rainbow
connection. This paper discussed rainbow connection for any special graph,
namely graph P, ® Hy 2 and graph Pz ® C),.
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Pendahuluan

Dalam ilmu matematika dan komputer, teori graf adalah studi tentang
grafik dan struktur matematika. Graf dalam konteks ini merujuk pada kumpulan
simpul dan tepi yang menghubungkan simpul. Graf adalah salah satu objek
utama studi pada Matematika Diskrit. Lebih detail lihat [1],[2].

Konsep rainbow connection pada graf pertama kali diperkenalkan pada
tahun 2008 oleh Chartrand, Johns, McKeon and Zhang [4]. Konsep ini termoti-
fasi dari informasi dan komunikasi antara suatu agen pemerintah. Departemen
Homeland Amerika Serikat yang dibentuk 2003 sebagai respon atas ditemukan-
nya kelemahan transfer informasi setelah serangan teroris 11 September 2001.
Suatu informasi membutuhkan perlindungan dikarenakan terhubung langsung ke
security negara, sehingga diharuskan juga terdapat prosedur yang memberikan
ijin untuk mengakses antara agen-agen pemerintahan. Setiap jalur transfer in-
formasi diperlukan suatu password dan firewall angka yang cukup besar untuk
melindungi informasi dari serangan pengganggu. Sehinggu muncul pertanyaan,
berapa angka minimal passowrd dan firewall yang dibutuhkan setiap dua orang
agen saat melakukan jalur transfer informasi, disamping itu juga tidak terjadi
pengulangan password dari masing-masing agen. Lebih detail lihat [8].

Situasi tersebut dapat dimodelkan dengan teori graf. Misalkan G adalah
graf terhubung nontrivial dengan edge — coloring ¢ : E(G) — {1,2,3,...,n},n €

N lihat [1],[7],]9], dimana sisi-sisi yang bertetangga mungkin mempunyai warna
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yang sama. Suatu jalur disebut rainbow jika tidak terdapat dua sisi pada G
yang diwarnai sama. Sebuah edge — coloring graf G adalah rainbow connected
jika sebarang dua titik yang terhubung dihubungkan oleh jalur rainbow. Je-
las bahwa jika graf G adalah rainbow connected maka pasti terhubung. Se-
hingga rainbow connection number dari graf terhubung G, dinotasikan rc¢(G),
sebagal perwanaan minimum yang dibutuhkan untuk membuat graf G rainbow
connected. Lebih detail lihat [3],[10], [6]

Penelitian terkait rainbow connection berkembang cukup pesat, lihat [11],
[12],[13],[14]. Pada artikel ini akan dipelajari tentang rainbow connection number
pada beberapa graf khusus dan operasinya, diantara lain graf rc(P, x Ha2) dan
graf re(Ps ® C),). Beberapa hasil penelitian yang telah dilakukan Syafrizal [5]

menghasilkan teorema berikut.

Theorem 1 [5] Andaikan G dan H adalah dua buah graf terhubung,

1, untuk G =2 K; dan H =2 K,
rc(G@H): 2, untuk G 2 Ky dan H 2 P,, dengan 3 <m < 6
3, untuk G =2 Ky dan H &£ P, dengan m > 7
G = P, dan H = K, dengan m > 1

Proof. Kita perhatikan keempat kondisi.

Kondisi 1, untuk G & K; dan H = K,,. Karena K; () K,, adalah juga graf
komplit, maka rc(K1 () K,,) = 1. Kondisi 2, untuk G = K; dan H = P,
dengan 3 < m < 6, maka rc¢(K; (O K,,) = 2. Kondisi 3, untuk (G = K;
dan H =2 K,,,m > 7) atau (G = P, dan H = K,;). Untuk G = K; dan
H = K,,,m > 7 sehingga rc¢(K; () K,,) = 3. Selanjutnya, karena rc(P) = 1
dan rc(K,,) = 1, maka jelaslah bahwa rc(Py () K,,) = 3 dimana m > 1. O

Teorema yang digunakan

Teorema terkait batas atas dan bawah dari rainbow connection.

Theorem 2 [3] Andaikan G adalah graf terhubung dengan d(G) > 2. Maka
(1) jika G adalah interval graph, maka k(G) < rc¢(G) < k(G) + 1, sedangkan
yang lainnya jika G unit interval graph, maka k(G) = rc(G)

(ii) jika G adalah AT-free, maka k(G) < re(G) < k(G) + 3

(iii) jika G adalah sebuah threshold graph, maka k(G) < re(G) <3

(iv) jika G adalah chain graph, maka k(G) < re(G) < 4

(v) jika G adalah sebuah sircular arc graph, maka k(G) < rc(G) < k(G) 4+ 4
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Hasil Penelitian

Hasil dari penelitian ini didapatkan beberapa teorema terkait rainbow connection

untuk beberapa graf khusus dan operasinya, seperti P, ® Ha 9 dan P3 ® C,,.

& Teorema 0.1 Untuk n > 2, rainbow connection number untuk graf (P, ®
Hj5) adalah n+ 1.

Bukti. Graf P,®H, 2 adalah graf yang memiliki V (P,,®Hz2) = {ai, bi, z;, yi; 1 <
i < n} dan E(P, ® Ha2) = {aiait1,bibit1, xixit1,yiviy1;1 < i < n—1} U
{a;bi, a;yi, bizi, x;y;; 1 < i < n}, dengan p = |V| = 4n dan ¢ = |E| = 8n — 4.
Berdasarkan Teorema 2 menyatakan bahwa k(P, ® Ha2) < rc(P, ® Hao) <
k(P,®Hsz2)+1, diamater dari graf P, @ Hy » = n+1 makan+1 < r¢(P,®Ha2) <
n+2 sehingga terbukti bahwa rc(P,® Ha2) > n+1. Graf P,®H; 7 akan diwarnai

dengan fungsi berikut.

I, e=ayse=biz;1<i<n
o) = 2, e=abize=xy;;1<i<n

J, e=aai41;e = bibir1;e = viwipe = yiyir13 1 <o <n— 1;
3<i<n+1

Jelas bahwa f : E(P, ® Ha2) — {1,2,...,n + 1} karena rc(P, ® Hy2) < n+ 1,
maka rc(P, ® Hao) =n+ 1. O

& Teorema 0.2 Untukn > 2, rainbow connection number untuk graf (P3® Cy,)
adalah [5] + 2.

Bukti. Graf P3®C), adalah graf yang memiliki V(Ps®C,,) = {z;y;, zi;1 < i < n}
dan E(P3s®Cy) = {xyi, yizi; 1 < i <n}pU{zizit1, YiYir1, ziziv1; 1 <i <n—1}U
$x,21, Yny1, 2nz1, dengan p = |V| = 4n dan ¢ = |E| = 8n — 4. Berdasarkan
Teorema 2 menyatakan bahwa k(P @ C),) < re(P3 ® Cp) < k(P3 ® Cp) + 1,
diamater dari graf P53 ® C, = [§] +2 maka [§] +2 < re(PB3®Cy,) < n+3
sehingga terbukti bahwa rc(Ps ® Cy,) > [5] + 2. Graf P3 ® C, akan diwarnai
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dengan fungsi berikut.

7

i, e=TiTiy1;e = YiYir1; € = Zizip1; 1 <0 < [§],n = genap
€= TI2Y4i L[ 27 +i4+15 € = YT2 14U 2]+i4+15 € = 2[2)+i%[ 2] +i+15
1<i<[5]—1,n=genap
e=ziTip1;e = Yiyir1;e = zizip1; 1 <0 < [§] —1,n = gangjil

fle)= € = L[2) 4182443 € = Y[ 2] 40y Y[2) 463 € = Z[2]4i—12[ 2]+

1 <i < [5] —2,n = ganjil

(1, €= TpT1e = YpY1;€ = 221

[51+1, e=zy;1<i<n

L 151 +2, e=wyizsl <i<n

Jelas bahwa f : E(P3 ® Cp) — {1,2,...,[5] + 2} karena r¢(P3 ® Cp,) > [5] + 2,
maka rc¢(P3 ® Cp) = [§] + 2. 0

Kesimpulan

Pada bagian ini akan diriview kembali rainbow connection number r¢(G)
pada beberapa graf khusus dan operasinya. Berdasarkan hasil penelitian diatas,

maka kita dapat menyimpulkan bahwa.

Untuk graf P, ® Hs», didapatkan rainbow connection number adalah
re(Pp, @ Ho2) adalah n + 1

Untuk graf Ps®C,,, didapatkan rainbow connection number adalah rc(Py®
Cy) adalah [%] + 2
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